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���������� %�� ����	 .
��� �	��������	��� ����2������� �� ,�� �	�%��
��	 �� �� �� ���
	 �� ��.	� . �2� �2���	
���������
	 ���
�	 ��� 2��� �� ��� 
����	��������	���
 ������ �� ����� ����2������� ���	��
,����� �� ��
���
��� ���������� ;�
����
� ��
�� 	
��� �	���
 �� �	���������� ����2������ ���
+0� 	 ��%��� �� �� 
��	 �� �	���������� �� �� ��� �� �
���*� �� �	�������� �� 	���� ����
�	1
�� ��
����� ��� ������ �� ��	�� �� �	� �� ������	 ��� �� ����	 :����	 ��� �	������� ����
��	 �� �	� �<
���	� �� �� 
����������
 ��� ����������� %��
�0�� �	� ��� �����
�� �����1

�� �� �	%�����
	 . �	�
��������� �� �%�
� �� ��������� �� �������	 . �	� �	 
��
	 �<��
�
������* �� �� ���
�������


�� �	� (�
��	� �-	� �� ,� ��������
��	 �� �(���	 �� ������	� �� ;�
����
� ��������� .
����� ���,�� ���	� �<� �� �	��
��
����
� �� �����
	 �� %��	����� �� 
���������� . ��0	�
������� �� ���%���	
 )� �
���*�� �� ����� �� ����	:��������� �	� ��:���
��	� �� ����	 �2�
,	�
�� ���� �� 
���������� �� ��:	�������� ����2� �����	 �� ���,	 �� ����� �� ������	
����
��	 . �	�
	�	� �� %���%� �	�	 �	�
����� ��������
�� ��� ����
���	��� ��� ���
��� ��
�	���������� �	��+����	 ��
�� %��������� �	� �	 
��
	 �� ,� 	�
��	 �	� ������ 	
��� :	����
�� ��0	��� �� ���
��� . �� �	���������� �� ,�� �����*���	  ������ �%����� �� �� ����	 ��
�� �	��������� �� �	��+������ . �� ��	��������
	 �� ��-�� M�NM�N
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���� ������ ������
6�;�3� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� ��� �� ;���
 ��� �� 3�
��
9� ���	 ������
����
� �� ,�
���	�
���	 ��� �	� ���
���� �� �(�
����� ��
����� . �(�
����� ������� 6';'3� �	� ���
�� ��� �� �� ���� �� '��
���� ;���
 '��
���� 3�
��
9 �	� ������� �� ��0	��� �� �+�������
�����
���� . �	� �	 
��
	 �� ��������
�� �� %��	����� �� 
���������� �� ��
	�� ��� ���������
�� ��������
�� �� ���,	 �� ����� ��������	� �� �� �	
����� �� 
���������� M�NM8NM@N
 �	�
���
���� ';'3 ,�� ���	 ���	��	���	� �	�	 �<
����	��� �� ��
2������ ��
����� �� �	����1
������ ����2������ �	�	 ;��� E��
�� 6J;�;9� K�"�) 68/��9 � ;��� E��
�B 6J;')L9
MANMBNMCN
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���*���	 ��
	�	� ��
��	� ��� �	�  ���������
�
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����� ��� ��0� �	����0���� �	���
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�� ��
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	� �� �2<��� %��	������
�� 6'�� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� '�<����
��O���,		�9� ��  ������ �������� �� ��
������ �	�0��
� �� �� ��	��� ��
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 )����� ��
��	� �� �<
���� �	����0���� ��� ��
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	� '� �� 	�	�� �� ��	 ��2�
��	
�� �	� ���
���� ';'3� �����������
� �����	 �� �
���*�� �	������	��� �� 	���� ��
	 .P	
�����	 �� �(���	 �� ��
���� �� ���%��	 6���� �	� ';'3 �� 3 × 3 . ������	���9
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���*� �� �2����	 �� �� �����	1��%���� �� �� ��
��* ���
�	���� �� ����� ���� �������� �	� �:��
	� ��� ����	
 �� ��
��
	� H� �� �
���*��	 �� ������1
��	��� ��2�
���� �����	 � �� ��0� �	����0���� . ������* MDN� ��� ����� 	 �� ���������
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�	� ��� �� ��� �� �� ���� �� ��,��� "��	���9 �	�	 ��
��
	� ������
� ��� ���%� :	��� �� %��
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 �	 ��
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�	 �� ��� ��:��� �� ����	 r� �	 ��� �������.� �� �(���	 �� 	������	��� �0���
���� �� ��
��	���	 M��N


�� �� ������
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���� �� ,� �����*��	 �� �����	 ��
���	 ��� ��
��	 ��� ��
� �	��� �	�
���
���� ';'3 M�8N� �	�����	 �������� �
������ �� ���	��+���	� �� ��:���� ��� �� ��	����
	
�� �� ��
���
��� �	�	 �� ��
��
	� �� ��0� �	����0���� . �	� �� ���������
	 ������	 ��
��
��	
 �� ��
� ��	.��
	 �� ,�� �����*��	 
��� ��	�
���	���!

�
 ��	�	��� ��� �	��+������ �� �� 	��
�	 ��� ���	��+���	� �� ��:���  �������  �������	
�� ���%	 �� 	��
�	 ���	�����	 ���� �	����<�
. ��,��� ���	��� 6��"9 M�@N
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��� �� ���������*� �� �� ��
������ �� ����	�	� �	� �	�������� ��=� ��� �����.� ���
�
��� �� �	�������� �� ���	�� ��� �� �����
� �����
�� �� ���������
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��� �� ���
���� �	���������
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�����������
��� �	�	 ��� ,��������
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���*���� �� �� �%�������� �� �	� �� 	��
�	�
 �� �� ����
��	 8 ��
��������� �	� �	����
	� �2���	� �� �	� ���
���� ';'3� �����*���	 �����������
� ��� 
����1
��� �� ��%�������
 �� ����
��	 @ ������
� . �������� �	� �� 	��
�	� ��
��
	��� �
���*��	� ��
���
���� ';'3� 
���� �	�	! H�� ''��� '�� . �"
 �� �� ����
��	 A �� �����*� ������+1
�����
� �� ��
������ �� ��:���� ��� %�����
�� 6/�"� �"G7� ��"9 . ��� ��0	��� ��	����
��
�� ��
� 
���� 6��"� ���"� ���">9
 �� �� ����
��	 B �� �����*�� �	� �����
��	� 	�
����	�� ��
������
�� �	�������	��� �� ���������
	 �	� ��
��
	��� �������� . �	�������	��� �� �	�1
���0���� ��
�� ��
��
	��� �� ��:���
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6
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���� ��� ��$
�6����
�7� ���� ��������	 ���
���	 ����� #����� ������ $��	� ������� �
�%��� &�%��1
�	� $�:��� ) ����� /	�*2��*� $������, �� �	���
�� �������� )�%����� �� �	���
1
�� ������� ��� ����
�	��� �.�
���� G	�
A�� ��
 8�E18�B� ;��&!�EC�1@�BD� ;��
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• 2#�8
���� �� �������9� ��
 ������:����� ��0;���� �� ���������� �	)
��7� ���� ��������	 ���
���	 ����� #����� ������ $��	� ������� �
�%��� &�%���	�
$�:��� ) ����� /	�*2��*� ��	
 ������
�	 �� 5����	��������	��� . )�2����� �� ��-����
6�5)�9� ���
������ ����
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� ����
��	 �� 	:���� ��� ��%����� �� �	� �	����
	� 
�����	� �2���	�
 ����������
�
�� ,���� �	��� �� ��	�� ����� �� ��� 	���� �� ����	� � �	�
�������� �� ��������� �	� �	���	�
�� ����� �
���*��	� �� ��� ��������	��� . +������
� �� �����	��� �	� ��
	�	� �
���*��	�
���� �%����� �	� �� 	��
�	� ��	����
	� �� ��
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�� ��	�� ����� �� �� �	�0��
	 �� :������	� �	� �� ���� ��� 	���� �� ����	 ������ %��0��
�� �� ���
	 � 	
�	
 #�� 	��� �� ����	 ����� �
��%���� ��:����
�� ����	� 	 ���	�
����� �	�
	��
2���	� . �	�	 �����
��	 �� ���	 ��:��� ���	�
��
�� �����	� �� ��������� � ��
�������
�� �� ��	���	 �	�	 �� ����� %�� �� �� 5���� �
�
 �� ��	�� ����� �� ��� 	���� ��������2
��� ������
� �	� �� ��� %��0�� . �� �� �	� �
�� �� 	��� M�CN
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�������	� '���	 �������
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	 '��	� �� ��� �� ���	�� �	������
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	 ��:	�*��	� ����0	�

A



) 
�#������#��

�� ��� �
�! ����
���	��� ��� ����� �� ����	


&$&$ �������������� -	�	 �	 ���-	�	��
� �� �	� ���	� ��
�	���

�	� ���
���� ����2�����	� ,�� �<�������
��	 ��%���	� �����	�� �������	 �������
��.	� %��	����� �� 
����:������� . ������� �� ���%���	� ��
	� �����	� ,�� 
����	 �	��� 	
��:����
�� ��:����
���
���� 
���	�� ����� ��� ������*�� �� ���	� �� �� 
����������
 ��� ��1
��� 	� �<��
�� ���	�%�����
�� ��� �	 �� ������ �������� . �	� ��	�����	� �	� �	� �:��
	�
��� ����� �� ��	�� ������ �� ��	� �� ���	� �� �0�����+��� �� �� �� ��� �
� . �� ��+��� �
�	�
��������!
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	 �	� �� ���� �� ��-�� 	�� ����� �� ����������� ������� 	

	
�����
� �	� 	
��� ��-���� 
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���� � :���������� ��. ��������
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� �� 
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�#������#�� *

��:����
�� ������*�����
	� �� :��� .� �� �	����������� ������ ������� ���
���
�%����
�
�����
���	 �� �� :������	 ���	�����	 ���%���������
	 �� ��-��
 �� ���%���������
	 ��
�����
���*� �	� �� ��	:������� . �� ��������� �� �� �� ��� �
� �� ����
�� ��� ��-�� 
����1
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���P�������� ��� ,� ��:���	 ���%���������
	 M�EN
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�� 	����	��� �� �����
	� �	 �� %������ ����� �� ��������� ��� 
�������	�� ��� ����� 	�
�� �	���������� �� �	�����  ������ � ��� �(�
����� ��F�<�	���� ��:�����	��� . �� �	��� ��
����
��������� 6�	���������� �� ��� ��
�� :���������� �
���*����9 �� ��� 	���� �� ����	 M�CN

�� ��������� �� 	�0�
	� ��F��
	��� . �������	��� �� �� ��
	��	 ��	���� �(�
����� %����	���
�� �� ��-�� 
������
���� ��
�� ��� �� � �� ��
��� �����
	�� ������*��� ��� ������
	 � �� 	
��
�� 
����	 . 	����
����� ��������� 
�� �	�	 �� ������� �� �� �� ��� �
8 ���� �� ���
��� ��

��	 ��
���	� 	 �� ��
���	���� . �� �� �� ��� �
@ ���� �� ���
��� �� �<
���	� 	 �� �<
���	���

"� ��
	� 
��	� �� ��	�� ����� ���
�
��.��
	 �� ���
��� ��� �	� 
����	� �� %��0� �� ��� 	����
�	� ���
��
	� . �� �	�����	 �� ���� ��	 �� �	� ������� �� ���� ,���� �	� �	���������	���
��
����
���� ��:����
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	 ���
�
��.��
	� �� ��	 �� �	� :������	� ��� �2� �� ������
�� ��
�� ����� ����	 . ��� �2� �:��
� � ��� ��-���� ��� %��0�� � 
��%�� �� ��
 �� ��+��� � ���
�� �� 
������
� ��� ��-�� y �	� ��
� ����	� ��� ��2� �� �����
	� �(�
����� �	��	���
��
6��	�9 �� y� ��� %��0��	� �	� 
��.��
	���� ��:����
��� ���� ��	 �	� :��
	��� �� �
���������
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��  ������� �	� ���%���������
	� ���
�
��.��
	 �� �����+��� �� �	�  ���	�� �	� �	���1
��	�����
�� �� ���%���������
	 � �����-� ������ �����	� �� �� :������	 �� ��	�� �����
��
������� �����	 � ���
�
��.��
	� . �� :������	 �� ��	�� ����� "	������ �����	 � �� %�1
�	����� ����
�%� . � �� �:��
	 �� ��������� �� �(�
����� 
��.��
	���� M�CN
 "��
�	 �� ��
	�
�	�  ���	� �� ������
���! �� "��%���������
	 �	 �����
�%	 �� :��������� 	 ���%���������
	
����	� �� ���%���������
	 �����
�%	 �� :���������� �� ���%���������
	 �2���	 . �� ���%����1
�����
	 ���
	 M�CN
 "� ���	�� �	� �	� ������	� �	�����	���� ��  ���	 ������	���	 �	� �� ��
��	�� ����� ��
������ . �	� �	� (�
��	� �� �� ��	�� ����� "	�����


�� ��� �
A! )��,	 �� ����� �� �� ��-�� %�
 )��,	 �� ����� ��� �����


)�*�&� ���'����
�
���� ������
'� �� ��������
�

�� ��
� ���	 . �� ������	 � �� �� ��� �
A� �� Bs > Bc� �	��� Bs ��������
� �� ���,	
�� ����� �� �� ��-�� . Bc ��������
� �� ���,	 �� ����� ��� ������ �� ����� �� ���
	���	��� �	
�	����%� �� �����
�	 �� �� ��-�� 
������
��� . �� �� ���	���� ����� �����
�%	 �� :���������� ��
������	 �	� �� ��
��:������� ��
�� ��� 	 �2� ��-���� �� ����	� 	 �	� �	��	���
��  ��������
�	� �� ���
�
��.��
	


)�*�)� ���'����
�
���� 
����

�� ��
� ���	 . �� ������	 � �� �� ��� �
B� �� Bs < Bc� �� ����� �	����%� �� �����
�	 ��
�� ��-�� 
������
��� .� ��� 
��
� 
	��� ��� :���������� �	� � ��� . �� �� ���	���� ����� �	
�����
�%	 �� :���������
 ��
� �� ������
� �� ������ 
�� ��� �� ������� �� 
��.��
	��� ���
�	
�� ��� ������ ����� �� :����������� �:��
� �	� � ��� � 
	�	 �� �����
�	 �� :��������� �� ��
��-�� 
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�� ,�� ������	����	 ��:����
�� �	���	�� � ���
�� �� ���	� . �� ������� ��������� ��
,�� 	�
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�� ���	<�����	��� ��
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���� �� �	��	�
�����
	 ��� ���%���������
	
�2���	 �� ��:����
�� ��
	��	� M�CN
 �� �� �� ��� �
C �� ����
��� �	� �	���	� ��� �� �������
�� (� �� 
�� � ����� �� %��
� 6�3�� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� ���� 	: �� ,
9 	 �	���� ��
�� ��
	��	 �� ��	�� �����!
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B! )��,	 �� ����� �� �� ��-�� %�
 )��,	 �� ����� ��� �����


�� ��� �
C! )� ��	� 
��	� �� ���%���������
	


)�+�&� ������ (����
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�� �	��������	 �� ����� �� 
���������� �����
 #� ����� /�������	� 
������ �	�	���	
�	�	 ����� )J/& 6�	� ��� �� ��� �� �� ���� �� )���
�%� J,�
� /������� &	���9� �-���
����	 �����	 /�������	 � �� ��-�� ��� ���� � 
��%�� �� ��
 �� ����	 %���� �� ���,�� :���
��
��
������� 
���� �	�	 ��� %������	��� 
������� �� �	� 2
	�	� �� �	� �	����
	��� 6�	�	���	
�	�	 ����	 
�����	 	 ����	 �� �	,��	�1&.����
9
 �� ��	��������� �� �� ����� )J/& %����
���� �	� �� �� ����
� �<�������!

p(z) =
1

σ
√

2π
e−

1
2

(
z−µ

σ

)2

, 6�
�9

"	��� z ��������
� �� ��%	�%��
� �� ��-��� µ �� ����� . σ ������ �� ���%������ ��
2����

�� �� �	���	 �� ����� �� �� ��� �� ��
���	�	 �� �� �	���������� ���	 ��%	����� ��

����	 �����	 �	� ��� ���
�������� /�������� 	 &	���� �� �� �����
��
 �� �	���	 �	 
����
�� ����
� �� ���%���������
	 �����
�%	 �� :���������� �� ��
��:������� � �� �	 ���������� 	 ��
����������
 ��� ����� 	� ��	���� �	���	� ��
��2
��	� ������� . ����0����� ��� �	� (
����
���� 	�
���� ��:	������� �	��� �� �	��	�
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	 �� �� ���
���


�� ����� )J/& �� �� ���� �	���	 ���� ������� �� �	���������� ��
���
�� . �	����1
������ �������� M��N
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#�� ���
�������� $�.��� , �� ��	���� �����	 �� ����� �� %��
� ��
�� �� 
�������	� .
�����
	� �� %� ��
��������� �	� 	��
2���	� M��N� �	�	 �� ����� �������� �� �� �� ��� �
E

�� ��
�� �������
������ �� ���� �� ��� �	�
������	��� ���
�
��.��
	 �����
� �� �<��
�����
��� ������
 �� ��.	��� �� �	��<�	��� �� ����� ����2������� 6����	 )'1�'� 
���:	��� ��%���
����� ����2������� �� �	���
��	��� �
�
9 �� �����*�� ������
� ������� �	� ���
��������
$�.��� , M�8N


�� ��� �
E! �0����	 �� �� ��
��� �� ��������� ���� �� ����� $�.��� ,


�� ���
�������� $�.��� , %���� ���� �	� �� �� ����
� �<�������!

p(z) =

{
z
σ2 e

− z2

2σ2 0 ≤ z ≤ ∞
0 z < 0

6�
�9

�	��� z ��������
� �� ��%	�%��
� �� ��-�� . σ2 �� %�����*�


)�+�.� ������ �� $
�
��

�� 
���:	��� ��%�� �� ������
� �� �	��������	��� �� ���� ����� . �� ������	� �����
	�
�	��� �� 	����	��� �� ��
��� 
�������	�� 
���� ��� 
��.��
	��� �� ����� �� %��
� �	� �� ��1
���
	�� �� �� ����� ������ 	����� �� ����� �� �	���
��	�� �	��� �<��
� ����� �� %��
� �	�
�� ������	 ���
	 �� �����	� �	 ��
���	� �� ����� �������� �� �� �� ��� �
D
 #�� ���
��������
$��� �� �����
���*� �	� �� �<��
����� �� ��� 
��.��
	��� �� ����� �� %��
�� �� ���� 
���� ��
��%�� �� �	
����� �	� ������ �� ��� ��-���� ���
�
��.��
	 ���������
 �� ���
�������� $���
%���� ���� �	� �� �� ����
� �<�������!

p(z) =
z

σ2
e−

(z2+z2
s)

2σ2 Io

(zzs

σ2

)
, 6�
89
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���	 �� �	� ���� ������
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D! �0����	 �� �� ��
��� �� ��������� ���� �� ����� $�����


�	��� σ ��������
� �� ���%������ ��
2����� zs �� �� �����
�� ��� ��.	 �����
	� z �� ��
�����
�� �� �� ��%	�%��
� �� �� ��-�� �������� . I0 �� �� :������ �� 7����� �	��+���� ��
������� ����� . �� 	���� ���	


�� ���
�������� $����� ��������
� ��
2 ������
� �� 
�����	� �� �� ���2��
�	� K� ��
���� ��+�� �� 
��� ��
�� �� �	
����� �� �� ��-�� ��
�������
��� . �� %�����*� ��� ���
�
��.��
	�
��
� �������� ��
2 ���� �	�!

K =
�	
����� �3�

�	
����� ��:���
���
=

zs

2σ2
6�
@9

�� �������� ��
���	� ����� ��� �<������� �� �7 6���������9 �	�	 �� ����
�� � �	�1

��������

K = 20 log
zs

2σ2
6�
A9

��  ������� K �� �	�	���	 �	�	 :��
	� $����� . ������+�� �	����
����
� �� ���
����1
���� M�@N
 �� ���	�
��
� �	
�� ��� �����	 K = 0� �� �������
� �����
��
� �� �����0� � ��
����� $�.��� , . �����	 K � 1 �� �	��	�
� �	�	 �� ����� ��� ���%���������
	 ���
�1

��.��
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�� ��
����� �	� �	��������� � �� ����������� ��� �<��
� ��
�� �	� %�������� ����
	����
�� ��� ���
��������� ��� ���	�
�� ��2� �� �� ����� . ��2� �� �� �:��
	 M�AN
 �����	 �	 �<��
�

�� ����������� �� ���� ��� ��� %�������� ��
2� �	1�	�������	�����
 �� �� �� ����
� ����
��	
�� �����
��2� �	� �:��
	� �� �� ����� �	�������	���	 �� �	� ���
���� ';'3


���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�
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�� ��
� ����
��	� �� �����*� ��� ����������� �� �	� ��
	�	� ��������
��	� ���� ��
�%�������� �� �	� ��
��
	��� �����*��	� . ������
��	� �� ��
� 
����0	 �� 
����


)�/�&� �"����� ����������

�	� ��
	�	� �� '	�
�����	 ������� ��� �	������� �� 
������� ��� �����
�� 	�
����
�	����	��� �� ��	������ ��
��2
��	� 	 :����	� �	� ����	 �� ������� ����
	���� ����
����
���
��2
������
�
 ��
	� ��
	�	� �	� �2� �������	� ���� �� �2����	 ������
� ���
����
�� �����
	 . �� ������ �
���*�� �����	 �	 �� %����� �������� �� �����
��	 �<��
	 �	� ��
�� 	��
�	 M�BNM�CN
 �	� ��
	�	� '	�
�����	 ������ %������ ���	 
������ � �� ��� �� ��
���
���
������!
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 "�+��� �� �	����	 �� ��� �	������ ��
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�����	 �� �����+�� ��� ��� ����2������� �� ����-	 ���� ��� ��	���	 ���� :����	���
�	��� ���  ��� %������� �� ��������	� ��� �������� ������������
� ��� �(���	 �� ������	��
�� �	���	 ��� ����� �� ��	�� ����� . �	� ���%���	� ��� �� ������ �
���*��
 �	� '�
	�	� ��
'	�
�����	 �� �
���*�� �	�������
� ���� ������� 
��������	��� �� ��
	� �	� ��:����
��
%��������� �	� �� +������� �� �%����� �� ���������
	 ��� ���
���


)�/�)� 0�1�
�
� �� 	�����#
���

'�. �� ���	� �� �� 2��� �� �� ������� �� �
���*�� ���
���� �� �����
	 ���� �� ���	������
�� ��	������� �� ��
� ������� �� ���	������ �� ��	����� �� �	��	�� �� �	� �
����� ��
�������� �� �� �� 	��
�	 . �� ��	 ��������
 �� �� 	��
�	 �� ��� ���
� ���	��
����
�
��������� ����
��� ��� �� ��	 ���� ����� �� 	����	��� ����� � �� ��%�� ���������	 M�EN

������ �<��
�� ���,	� ���2��
�	� ���� �%����� 	 ����� �� �	����0���� �� �� �� 	��
�	


���� ���� ��	����� �� ��
������ ��� ������ Nc . �� �����*�� �	�������	��� ��
:������ �� ���,	 Nc
 �� �	����
	 �<��
	 ��� ���� Nc ������� �� �� ��
�����*� ��� ��	�����

)��� �	� �0����	� ���� �� %��
	� �� �	� �
��� ���� ��� ��
��* �� �(���	 �� ������
	� ���
�� �	��	���� ���� ��  ��:	 ����� ��� �� �(���	 �� �	�	� 	 �� �(���	 �� ���	�� 
����	
�� �0�������� �
�
 �� ���	����� ��� ��� �� ��  ������� ���� ���� ��	����� 
���� �� ��	���
�� ��� �� �	�
	�
 ��  ������� �� ���� �	�������� �	� :	���� �� �%��������!
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������ �� �=�������>
�� 
����	 �� �0������� �� �� ������ �� �%�������� �2� ��
��
�%	
 �� �� ���2��
�	 ��1
�	��
	 ���� �����
� ����� �� ������* ��� �� 	��
�	 ��� �	�������	 �	� 	
�	
 �	����
�
�� �� 
����	 
����������	 ����� ��� �� ������ �� �0������� ,��
� ��� +����*�
 �����
��� �����	 �� �������� �� 
����	� 	 �<������	 �	�	 �� ���
���� �� ��3��� �	���
�� ��3� �� ��� ������ ��� ������ �� %��	����� ��� 
���� �� ��	�����	� �� �����*��
��� 	�������� ���
��
��� �� ���
	 F	
��
� MDN


�?���� �� ����� 5��������>
�� ��	������ ��� �� ������ �<������ �	� ����	 �� ��  ��:	� �� �	����� �����*�� ���
�������� �� �� �	����0���� �	� ����	 ��� �	�
�	 �� �	� �	�	� %���
��	�


��
���	� �	�������� ��� �<��
�� ��	������ ��. ��:������� ��	������ ��� ��������� ��
�� �
���*����� �� �	
��
�� ���
���� �� �����
	 ���� ��� ������
	�
 ) �	�
�������� �� ��+���
��� ������ �� ��	������� ��
�� �	� ������ �� ��	� �� ������� � �� 
��
�����
	 �	���
���	���


�
��� '! �	� �� 	��
�	� �� �	����0���� �	�������� �� ���� ��� �	� 
��
����� �� ��
���
��	 �� ��� ������ ��� ��	������� �� �� ��2�
���
 �	� ��	������ ���� �	� ��� ��
�	�	��� �� 	��
�	� �	� ��
� �	����0���� �� ���� ��� :	���� �� ����� �


�
��� �'> )�����	� ��	������ ���� �	� ��� �� ��0	� �	������ ��� �� �	�	�� �� ��
�	����0���� ������	� � �� �	��������� �� ���� ��� �	� ��	������ ��
��
�����
 )� ��	�
�� ��
	� ��	������ ������ �����
���*���� �	� �� ����	�	 ,��,	 �� ��� ����� ���������
�� �� 	��
�	 �	�������	 ���� �	���	��� �� ��� �	����� �	������ �� %2���� 	 �	 MDN
 ��
�
�����
����
��� ���%� � �� ��
	�	 �� ���	������ �	 ��
�������
� �	����
��
� �� �������
��
	�	� ,�����
��	� ���� 	�
���� �	����	��� ��� �� %�� �����
�����	 6	 ����
���	9
� ��
�	 �	�������	
 �	� ��	������ �� ��
� ����� �� ���	����� &� 6�� & �� �	1
��
�������
�� . �� � �� �	�������	�9


�
��� �')����
����> �	���	� ����� ��� �� ��	� ��	������ �� ,�.�� �� �� Q:�	�
���
�<
����R �� �� ����� &�
 ���	� �	� �	� ��	������ &�1�	����
	�� . �	� �	� ��	���
��	������ �	������ �� ����� &� MDN
 $������
�� 
��� �-	� �� �(������ �<,���
�%� ��
���,� �	������� �� �� ,��,	 ���������
� ����
��	 ��� �	 ���� �<��
�� ��� �	�������
������ ����� ,� ���	�
���	� 
	��%��� �� ���	��������� �� �� �<��
�����
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�� �-	� ������
�� �	� ���
���� ';'3 ,�� ���	 ��� 
���	�	 �� ���%� ���� ���� �� ��1
���
	 �� ��� ����
���	��� �� �	� ���
���� �� �	���������� ����2�����	�
 �� �� ������
�
����
��	 �� ��������� �� ������  ������ ��� �����
����
���� �� �	� ���
���� ';'3� �� ���1
��	��� �	� ���
���� . 
��	� �� ��%������� ��� �.���� � ��������
�� �� ���������
	� ����2�
�� �����	�� �� ������ �� ��� ��F�.� �� �	��������� �� ���,	� ���
���� . +������
� �� ���1
���
��� � ������ �� �������� �� ��	� ��
2������ ��
����� �	��� �� ,��� ��	 �� �	� ���
����
';'3


)$#$ ����������
� 	 ��� ������	� .�.�

�� �� ���
��� �� �	���������� ';'3� �<������	 �� �� �������� 68
�9� :	����	 �	�
M ��
���� �����
	��� . N ��
���� 
�������	���� ���	
��	 �	�	 �� ���
��� M × N � ��
 ������ MN ���������� ��
�� �� ���� �	 
�������	� . �� ���� �	 �����
	�
 �� �������
� ��
������	 �� �� ����� ';'3 �	 �����
�%	 �� :��������� �� �<����� �� :	��� ��
������ �	�	!

4 = 1�+ � 68
�9

1(t) =




h11(t) h12(t) . . . h1N(t)

h21(t) h22(t) . . . h2N(t)

. . . . . . . . . . . .

hM1(t) hM2(t) . . . hMN(t)


 68
�9

���� ��	 �� �	� ������
	� hij(t) ��������
� �� �������
� �� ������	 ��� �����  ������	
��
�� �� ��
��� 
�������	�� j� �	� j = 1, . . . , N . �� ��
��� �����
	�� i� �	� i = 1, . . . , M 

���� ������+��� �	� ������	��	� . ��������	 ������� ��%�����
�� �� �� 
����	� �� �������
�� �� �	
����� �� ����������� 
���	��� �� �	� ����������
 �� ����� ';'3 ������
	 �	�
�� �������� 68
�9 �� ��������
� �� �� �� ��� 8
�� �� �� ���� ������ %���� ��� N ��
����

�������	��� . ��� M ��
���� �����
	��� . �	�	 ��  ������ MN ����������
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	� ��� ���
�
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	� �	� ������ ������ �:��
�� �� ��+��
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���
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 ��� 
������� �� ��%������� �����
�� �� 	����	��� �%�
�� ��
� ��
���	�	 � �� �	�
	
����
�%����
� ��0	� �������	 ��������
���� �� ��:����
�� :	����� 
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	 �� �� 
����������
�	�	 �� �� ���������
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������� �� ��%������� �<��	
�� �� ��
�����*� ����
	��� ��� ����� �� ����	� ����	����1
�	 �� �2� �� ��� %������ �� �� ��-�� 	�� �������
� 
������
��� �� �<�������
�� ���� ���
�� ��� %����	��� �� ����� ��:����
�
 �� �� �� ��� 8
� �� ����
�� �� ��� ���� �� ��	���� ��
�� �������  ������ �� ��%�������� �� �� ���� �� ��-�� �� ����	��	�� �� �������� �� �� ��-��
	�� ���� . �� 
������
��� �	� ���
��
	� �������
 �� �	� ������� %����� �����������
����
�� ��
��	��������� �� ��� 	����� �� ���%���������
	 ��	:���	 �����
2������
� �� 
	�	� ���	� ��
��0�
 �� ��
����	��� ������ �� �� ������� ��� �	� ������� �	 ���� 
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� ���� 	�
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��������� ���� �����*�� ��� ��
�������� ��	��������� �� �	 ����	���������
 ) ��
� ������1
����� �� �&$ ����� �� �����  ������� �� ��%������� M�DN
 ��� ��:����
�� �������� ���������
�� �� ��-�� 
������
��� �	� �	�������� �� �� ��������� . ��%����� � �� ������
	 �� ���	�1
������� . ��
������
 �� �����+������ �� ��� 
������� �� ��%������� ��� ������
����	� �2�
������
� ������� ��� �<
���	 ��� ���
��� �� �� ��� �� ��������
� 6
�������	� 	 �����
	�9�
��� 
��	 �� ��	��������
	 ��� �� ������� �	��� ��� ��:����
�� �������� �� �� ��-�� 	 ��� 
��	 ��
:������	 :����	 ��� �� �<��	
� ���� 	�
���� �������� ������� 	 
	
�����
� �	 �	�������	�����
M�DN


�� �� �� ��� 8
8 �9 �� ����
�� ��� �����*����� �� �	� ������� �	 �	�������	���	� ��
�� �	����	 ��� 
����	 ������
	� ����
��� ��� �� �� �� ��� 8
8 �9 �� ����� 	����%�� �� �����
����%����
� ��� %���� �� �����
	� �� ���	 �� ���� ��%������� �	� ���������� �� �� ���� ��

	�� �� ��0	� ��� �� ��
� ���	� �	� �������� ������������	 �	�	 ��0	� �� ����� �	� ��.	�
��%	�%��
�
 �� ����� �������� ��� � ���
�� �� �	� ������� �	 �	�������	���	� �	� ���%����1
�����
	� ��	:���	�� �� 	�
���� �� ����� ����%����
� �	� ��	:��������� �� ���%���������
	
���,	 ���	���
 ��  ������� �� �� ��	��������� �� �<�������
�� �� ���%���������
	 ��	1
:���	 �� �� ����� �� � ��� � p� �� ��	��������� �� ������� �� �� �	���������� �����	 ��
���%���������
	 �� ���
���� �� ��%������� �	� ��������� �	� N ������� �����������
�� ��
� ��� � �� ��	��������� �� �<�������
�� �� ���%���������
	 �����
2������
� �� 
	�	� �	�
�������� �� ������ pN M�DN


)$)$ ��-�� ��  �������	�

�� �����+������ �� �	� ���
���� �� ��%������� ������� ��� 
��	 �� ���2��
�	 �� ��
����

"� ��
� :	���!

�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������
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@! ������� �� �� ���
��� �	� ��%������� �� ������	� �9 ���
��� �;'3� �9 ���
���
';�3� �9 ���
��� ';'3


�
 "� ������	 �� :������	 :����	 ����	 ���� �	 ��� ��:�������� ��� �������� �� �� ��-��!
��%������� �� ������	 	 �� ��
���� ��%������� �� :���������� ��%������� �� 
����	 .
��%������� �� �	����*�����


�
 "� ������	 � �� :	��� �� ��� �� �
���*�� ��� ��:����
�� ��������! ��%������� �	� ��1
�������� ��%������� �	� ��������
������ ��%������� �	� �	��������� �� ��*�� �2<���
6'$�� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� '�<���� $���	 �	������ 9 . ��%������� �	�
 ������� �	��
��
� 6�/�� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� ����� /��� �	������ 9 M8�N


.�.�&� �
'���
��� �� �����
�

�� ��%������� �� ������	� 
������ �	�	���� �	�	 ��%������� �� ��
���� �� ��� ��
��� :	���� �� ��%������� �2� �	����� �� �	� ���
���� �� �	��������	��� ����2�������

���� ������� +0	� �� ��%������� �� ������	 �� ��������
�  ���������
� �� ��� ��
���	���
�����
	���� �	��� �� �
���*�� %����� ��
���� ���� 	�
���� ��������� �	� ��%�������
 ��
�	� ������� ��%���� �� �
���*�  ���������
� ��%������� �� ������	 �� �� ��
����� ���� �	�
��
���� ��������� �� ���	� �� ��
�� �� ��� �	� �
�� �� 	���� ������ 
������ �� �����
���� ��%������� �� ��� �������� ��%���� 	 �� ���	� �<
���	� M8�N
 �� �� ��� 8
@ ����
��
�� �0����	 �� �� ������� �� ��%������� �� ��
���� �	��� �9 �� �	�����	��� � �� ���
���
�;'3 6��� �� ;���
 '��
���� 3�
��
9� �9 ��������
� �� ���
��� ';�3 6'��
���� ;���

��� �� 3�
��
9� �9 �� ���
��� ';'3


.�.�)� �
'���
��� �� ��������
�

�����	 �� ��� ��%������� �� :���������� �� ��:	������� �� 
������
� �� �2� �� ���
�	�
��	��� �� 
�� :	��� ��� ��-���� �	� ��� ���������� �� :��������� ��.	� ��� ��
����1
���	 %��	� �	 �<�������
�� �� ����	 ���%���������
	� �����	 �� ���������� �� :���������
��������� ���� ��� �	� ������� ��
�� ������� 	 
	
�����
� �	 �	�������	���	� M�EN
 ��
� %��	�
����� �	�����	���� � ��� :������� ���	�
��
� ��� ���,	 �� ����� 
	
�� �
���*��	� . �	�

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�
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A! ������� �� �� ���
��� �	� ��%������� �	� ��������� �� �� �����
	�


�	 
��
	� ��
� 
������ 
���� �� ���%��
�0� �� ������
��  ���������
� �� ���,	 �� �����
�� ��+��
�%����
� ��.	�� �	� �� �(���	 � ��� �� �����
	��� ��� �� ������� �� ��%�������
M�EN
 ��� ����� 	� �� ��%������� �� :��������� �� ������ ��������
� �� ������� �	� �����
�� %��
� ��� ���� ���
����<����� �	� ��%����� �� :��������� 6�"'� �	� ��� �� ��� �� �� ����
�� ��������. "�%���	� '��
����<�� 9
 �� ���
���� �� ��%������� �� 
���������� �� �	�����
�
���*�� �� ��%������� �� :��������� � 
��%�� �� ���� 	� ������	1:���������� �	� �� �����
��
	�	�	 �� �������� �	� �	� ���� 	� ������	1
����	 ��� ���2� ������
	� �2� ������
�
M8�N


.�.�.� �
'���
��� �� �
����

�� �	� ���
���� �	� ��%������� �� 
����	 �� 
������
� ��:	������� ����
������
� �
������	� �� 
����	� �� 
�� :	��� ��� �� ����
����� �� �� ��-�� �� ,� � �� �	�����	��� ��1
���������
�� �� ���%���������
	
 �� ��
���������� �� ��� ��-���� ������ �� %��	����� ��

���������� �:��
�%� .� �����	 � ��� �� ���������� 
���	��� ��
�� 
��������	��� �� ��� ��1
������ ���� ��� ��.	� ��� �� �������� ����� �� �	� ���%���������
	�� �� ��	���� 
������
��� �	���������� ��
����� M8�N
 �	� ��
�� ��*	��� �� ��%������� �� 
����	 �	 �� ��� :��1
����
����
�
 �� ��������	 �� �� ��%������� �� 
����	 �� �
���*��	 �	� �	� �����
	��� $)=�
���� 	�
���� ��	%��,	 �� ��� �������� �� �� ��-�� ��	���
	 �� ��� 
��.��
	���� �(�
����� �
������ �� ��
� ���	 �	 �<��
� ��
���������� . ��	��������
� �	� ��:����
�� ���
�
��.��
	�
�<�������
�� ������� ���%���������
	 M8�N


.�.�2� �
'���
��� ��� ������
��

�����	 �� ������ �� �� �����
	�� �� ��� ���� �� ��	���� �� 	����%� �� �� �� ��� 8
A�
�	��� �� ������ �
���*�� M ���	�����	��� . M ������� �� $� ���� ��	%��� M ����� ��
��%�������� �������	�2��	�� �� ���� �	� ��.	� �&$� 	 �� ������ �
���*�� M ��
���� . �	�	
�� ���	�����	� . ������ �� $�� �������	����	 �� ���� �	� �� ��.	� �������� �	�
��	��
� ����	 6�&$� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� ������� 
	 &	��� $�
�	9 M8�N
 �� ���	 �� ��
���������� �� 
����������� �� �����
	� ���� 	����%�� ������������
� 
	�	� �	� ������� �
��:	���� �� 
�������	� �	��� �� ����� �	� ��.	� ��%	�%��
�
 �� ���	 ��� 
	��� ��� �����

�� �� �� ����� �&$ ������ �� �����
�� �� �� ��-�� �� ������ ��� �	������	� ���������
�

�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������
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B! "�� ���� �� ��	���� �� �� ��%������� �	� �	���
�����


�� �� �� ��
�� �� �� ��-�� �2� :���
� M8�N


|α| = máx(|α1|, |α2|, . . . , |αM |) 68
89

"	��� αM ��������
� �� �������� ��-�� � ����	 ����� �� �� �����
	� M � . �� �&$ ���
��
2���
��!

γ = máx(|γ1|, |γ2|, . . . , |γM |) 68
@9

"	��� γM �� �� �������� ��-�� � ����	 ���
��
2��� �� �� �����
	� M 


.�.�*� �
'���
��� ��� 	�������
��

��
� ��
	�	 �� ��. ������� � �� ��%������� �	� ���������� �<���
	 ��� �� �� �� ��
���� �� ��0	� �� M ��-����� �	� ������� �	� 	����%��	� �� ��� ��������� ��
�������� ,��
�
���	�
��� ��	 �	� ��%	�%��
� �	� ������ �� �� ��%�� ������ �����
�������	
 ��
� �����
�� ���
���� ,��
� ��� ��� �	� ����0	 ��� ������ . �� ��	���	 �� �(������ �� ��������

��� ��
����
���� �� ���%���������
	 �	� �� �	�	 ��:���	��� � ��� 	�
������ �	� �� ��
	�	
��
���	�� ���	 �� ��������
����� �� �2� ��������� ����������	 �� ���	 �� �����
	�
 �� ��
�� ��� 8
B �� ����
�� �� ��� ���� �� ��	���� �� ��
� ��
	�	


)$+$ !	-	���	� �� ��� ������	� .�.�

��  ��� %��
�0� �� �	� ���
���� ';'3 :���
� � �	� �;�3 �� ��0	��� �� ��+��
�%����
�
�� ��������� ��� ����� ��� ��������� �� �����
�� �� �� �	
����� 
������
��� �� �� ���,	 ��
����� �
���*��	
 �	� ��
���	� �����*��	� �� �� ����	 �� �� 
�	��� �� �� ��:	������� �����
�� ����
� � ��
� 2��� �� ��%��
� ����� ��� ��
������
� �� ������
�� �� ����	 ������	��	


�� �� ������ �� �	� D�S�� 5���
�� ��	���	 �<�����	��� �� ��������� ���� �	� ���
����
';'3 68
B9 ����%����
�� � ��� �<�����	��� �� ��������� ��	����
�� �-	� �
�2� �	� �,���	�
���� ������� �;�3 68
A9 M88N


���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�
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C = Blog2

(
1 +

S̄

N̄

)
bits/seg, 68
A9

�	��� C ��������
� �� ��������� ��� ����� �� ��
�P�� � B �� �� ���,	 �� ����� ��� ����� ��
K��
*� S̄ �� �� �	
����� �� �� ��-�� . N̄ �� �� �	
����� ��� ����	 ��� ���
���
 ��
� �<�������
��	��
� ��
� �+������� �����
��� ��� �����
� ���������
� �	� �� �(���	 �� ��
���� M@N


C = Blog2

[
det

(
	M +

ρ

N
11H

)]
bits/seg, 68
B9

�	��� N �� �� �(���	 �� 
�������	���� M �� �� �(���	 �� �����
	���� 	 �� ��� ��
��*
����
���� �� M × M � ρ ��������
� �� �������� ��-�� � ����	 6�&$� �	� ��� �� ��� �� �� ����
�� �� ��� 
	 &	��� $�
�	9� 1 �� �� ��
��* ��� ����� . (·)H ���	
� �� ��	���
	 K����
���	
6
�������
� �	�0� ���9


��� ����� 	 ��
�� �<�����	��� ����
��� �� ����
� ������	� �� �� ��������� ��0�
	 �
�	�����	��� ������� �� :����	������
	� ������������
� �� 	�
	 	������� ��
�� �	� ��:����
��
���������� ��� ���
��� ';'3
 &����	�	� ��
���	� �����*�� �� ��������� ��� ����� �����	
��
�� �	�����	��� �� :����	������
	 �	 �	� �������� �	�
����	 �	�	 �� ���������
	 ���
����� ��:�� ��� ���	�
��
� �� �������� �	� ������
	 ��� �	��	�
�����
	 �����
 )�� M8@N
����
�� �	�	 �� �	��������� �������� ��	���� ��� ����������� �� �� ��������� . M8AN ���1
���
� �� �:��
	 QO�.,	��R� �� :������	 ��� ������ �� ��������� ��� ����� ������	 �� ��������
�� �	���������


)$0$ �	������ 7�� �����	� �	 !	-	���	�

�<��
�� %���	� :��
	��� ��� ������� �� ��������� ��� ����� ������
	 �� ���	 ����� 	 ��
$�.��� , ������
��	 �� M@N
 ��
�� ��
	� :��
	��� �� ����� ���
���� �� �	���*� �� �� ��%�������
�� 
���������� �� �� ��
	��	� �� ��������� �� ����� �� %��
�� ��� �����
����
���� �� ��� ��
�����
�
�
 �� ��F������ �� ��
	� :��
	��� ����%� �� �� �����
	 �� �� �	��������� �������� ��
��
�	� ���������� ��� ���
��� ';'3� �������.���	 �� ��� 	 �� �� ��
��* ��� �	�0��
� ���
�������
�� �� ������	 �� �	� ���������� 6+��� 	 �	������ ���������
� ���������
��9 . ��
�	���������� �� ����� ������
� ��� ��������� �� �� ���������
 �� 	����	��� ������ �<��
�
���  ��� ��%������� �� �� 
���������� �� �� ��-�� . �� ������
� ��� ��0� �	��������� ���������
�� ��	����� :������	� ��� ������� �� ��� 	 �� �� ��
��* �� �����
 ��
	� :������	� �	�
���	�����	� QO�.,	���R M8BN


.�*�&� 	�������
�� �� ���%

�� �� ����	 ����� �<��
�� ������������ :��
	��� ��� ������� �� ��������� �� �� �����
$�.��� , ������� ��	 �� ��
	� :��
	��� �� �� �	��������� . �:��
� �����
����
� �� ���������
	

���� �������	
� ���
 �� ����
	���������

�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������
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�� �	� ���
���� ';'3
 �� �� ��
���
���� �� �	���	 ����	 �<
�������
� ���� �� ��
��* ��
�	��������� �H �� 1 ��
2 ���� �	�

�H = �R ⊗�T , 68
C9

�	��� ⊗ ��������
� �� ��	���
	 �� =�	���O��
 �T �� �� ��
��* �� �	��������� �� 
����������
�	�����	�����
� �� ���	 �	��� ���� ��
��� �����
	�� �� � ����

�T = E{hih
H
i } ∀i, hi = [hi,1, . . . , hi,N ]T , 68
E9

. ���� �� ���	 �����	 ���� ��
��� 
�������	�� �� � ���� �� ��
��* �� �	��������� �� ���������
��
2 ���� �	�

�R = E{hjh
H
j } ∀j , hj = [h1,j , . . . , hM,j]

T . 68
D9

�	��� i . j �	� ������� +��� . �	������ �� �� ��
��* 1� (·)T ������ �� 	�������� 
�������
�
. (·)H ��������
� �� ��	���
	 K����
���	 6
�������
� �	�0� ���9


��  ���	 �� �����
�� ��
������ �� �	�+����
� �� �	��������� ϑ �	� 1 �	�	 �2<���
�	��������� . 0 �	�	 �	 �	���������
 �	� �0����	� �� �	�	
�	� ������	� �� ����� 	�
	 	���
�	��� M = N = 2 . ����2� ������	� ��� �<��
� �	��������� �	�	 �� �� �����
	�� ��
	����
�	�	
�	� ��� ����	� ��� ��
��* �� �	��������� �	�	!

�R =

[
1 ϑ

ϑ 1

]
68
��9

�	��� �� ���%�����
� �����	���	� 0 ≤ ϑ ≤ 1 M�@NM8CN


.�*�)� ��3����
� �� �
'����� 
��1������ �� �� 	�������
��

�� �	��������� �������� ��
2 ��F�������� �	� ��%���	� :��
	���
 �	� ��� ���
�� �	� ���
�����
����
���� :������ �� �	� ���� �	� 
�������	� . �����
	� M8EN� �	�	 �	� �0����	!

�
 5	�	�	 �� �� �	� ���� �	� 
�������	� . �����
	�


�
 ���������� ��
�� �	� ������
	� �� �	� ���� �	�


8
 T� ��	 �	� �� ��� �� 
������
� . ������ �� ,�* �� 	���


@
 3����
����� ����
�%� ��
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�	� 	
�� ���
�� �� �	��������� 
������ ��
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������ ��
�������� �	� ��� �����
����
����
��� ��
	��	 �� ��	�� ������ �� ���� �	�����	�� �� ��%������� �� �� 
���������� �� ��� ��-����
M8DNM8@N
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)$1$ ����	��
� 
���	� �� ��� ������	� .�.�

"���� ��� �������� ���������	��� ���������� � ������	� �� �	� D�S� M�N� M8N� M@N� ��
��
�%���� �� ��%��
� ����� �� �� ����	 �� �	� ���
���� ';'3 ,� ������	 �� ��+��
�%����
�

�� �	
������ �� �	� ���
���� ';'3 �� ��. ���	�
��
� . ���	�� ��  ��� �%���� �� �� ����	
�� ��� ����	�	��������	���
 5�� �� �� ���	�
����� ��� �	� ���
���� ';'3 ��
2� ������
��
�� �(�
����� ��
2������ ��
����� . �� ������	��	 MANMBNMCN
 �� �	��������� ';'313�"'
��������
� ��� ��0	�� �� ��+��
�%� ��� ����� ';'3� ���	%��,� �� �����
�%���� ��� �����
���� ��
�	�����  ������� �	� ��%������� �� :��������� �� ������� �� ����� ���,� . ��0	���
��� ��� ����
���	��� ��� ���
���
 3�"' �� ��� 
������ ������ �� ������� . ���������
�
�
���*���  ������ � ��� 	:����  ��� �	���
�* :���
� � �� ��	�� ����� ���
�
��.��
	


) �	�
�������� �� ������
�� %���	� �� �	� ��
2������ ��
����� . �� ������	��	 ���
���	��	��� � �	� ���
���� ';'3 �	�	 	���	����� 	 �	�	 ���� ��� ��
2����


.�+�&� ���% �� �� ���1���� ���� /4)�&+

J�')L� J	���U��� ;�
��	��������
. :	� '���	U�%� )������ �� ��� 
���	�	 �� ����2�1
����� ��� ��+�� �� ��
��:�* ����2������ �� ���
���� +0	� �� �����	 ����2�����	 �� �����
���,� ��� �����
� %��	������� �� 
���������� �� ��
	� �	� ��� �+������� �����
��� �2<���
�� 15 ���PK*
 J�')L ��
2 �����	 �� �� ��
2���� ;��� E��
�B . �� ��
��� %������ �� ��
;��� E��
�B� M@�N


�	� ���+��� �� J�')L ��%�� �	�
������ �� ��	 �(�
����� ��
���� ���� �����
�� ��
�+������� �����
��� 	 �� ������� ��� ������
 �� ���� �	 �� �(�
����� ��
���� ����� �
���*����
�	�	 ��
���� ����
�
�%��� 
������ 
������ ���	������ �	�	 �	�:	������� �� ,����� �	��1
+������ ������	15����	 6�5�� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� ����� 5��� �	��� 9 �� )���	�
�
	 ���
����<��	 �������� M@�N
 �� ��
2���� ;��� E��
�B ��	��� �� 
�����	 ';'3 (�������
�
�� ���
����<��	 �������� M@�N
 �	� ���+��� �� J�')L ��%�� �����
�� �	���
�� ��
�� ���
��:����
�� 
������� ���� ���	%��,�� �� �2<��	 �� �	
������ ��	�
��	 �	� ���� �������
 )��
�� �	�����	��� :�%	������ �� :����	������
	 �� ����� ��<���*�� �� 
��� �� 
���������� ��
��
	� �
���*���	 ���
����<��� ��������� ����
��� ��� �� �� ������� ��� ����� ��0� �� 	�
�
�	� ���� 
������� �� ��%������� �	�	 �5� ����  ����
�*�� �� ������� . �� �������
 ���� ��
������ ���������
�� �	� ���+��� ��+��� ��� �� �	��+������ �5� ���� 
���� 2 ��
���� 
����1
���	���� ��� 	 �2� ��
���� �����
	��� . ���� �	��+������ �� )���	�
� M@�N
 ���� ��
����
����
�
�%�� �� ��� 2 	 �2� ��
���� 
�������	���� . ��� 	 �2� ��
���� �����
	���V ����
���
��� ���� �	� ���
���� ';'3 �
���*� ���
����<��	 �������� �	� �	� ��
���� 
�������	��� .
�	� 	 �2� ��
���� �����
	��� M@�N
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#�� �� �	� ��
2������ ��.	 ��	 ��
2 �2� �<
�����	 �� �� ;��� E��
�� �� ��� ��:����
��
%����	��� ��� ��+�� �� ��
��:��� �� ����	 ���� ����� ����2������� �� 2��� �	���
 �� ���������
%��
�0� �� �
���*�� ������ �� :��������� ��� �	 ������
�� ��������� �	 ��� ,� :�����
��	
�� ����
������ �� �� ������	
 ��� ����� 	� �	� �������	� ���,	� �� ����� 0��
	 �	� ��
��������� �� ������� 
������� ���� �	���
�� ��� ��
��:�������� �� 	
��� 
���	�	 ��� �	� ���
��� �	����
� �� ������ �	�	 �	��� �� 	�
���� %��	������� ���
�� �� 
���������� ����
����
MAN
 ���� ��������
�� �� %��	����� �� 
���������� �� ��������	 �����
�� �� ���,	 �� �����
	 ���� �����
�� �� �+������� �����
���
 �� ���%� ��%����� ��� ��
2���� �� ����� �	�����
����2������� ;��� E��
�� ������	����� �	� ��  ���	 �� 
����0	 5/� ��	���	 �� ��	 ��
�(�
����� ��
���� �	� ���
����<��� �������� �	������	� �	� �� �	��������� �� ��	 �� �������
�� �	��� ���,	 640 'K*9 MAN
 ��� �������� %����	��� �	�
������ �� ��	 �� �	� ��
����

�������	��� ��� �����
��2� %��	������� �2<���� �� 300 '��� �	� ��� �+������� �����
���
�� 7,5 ���PK* M@�N


.�+�.� ���% �� �� ���1���� ���� /4)�)4

�� "�������� �� 2002 �� �	����*� �� ������	��	 ��� ��
2���� ;��� E��
��� ������+1
������ �� ��� ��
��:��� �� ����	 ���� 
���������� �+����
� �� �����
�� 	�
���*��� ����
���%���	� ;� M@8N
 �� 	�0�
�%	 �� �� ������	��	 �� ����� �� �����	 ����2�����	 �� ����� ���,�
��%���� 6'7J)� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� '	���� 7�	������ J������� )�����9
 ��
�
��
2���� ���� �	� �� 	�0�
�%	 �� �	�������
�� �� ��
2���� ;��� E��
�B� ��� ����������
�
��
��� ���
����	 � ������� +0	� 6�7J)� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� ��<�� 7�	������
J������� )�����9
 �� �%	������ ��� ��
2���� E��
�B ,���� ������� ��%���� ������� ��� ��1
�	� ��
2������ ��
��2� 	����
��	� � ������ �� ����	 
��	 �� �	��������	��� ��%����
 ;���
E��
�� ��
2 ���
����	 � 	����� �� ������ ��0	 �������� . � %��	������� �� 
���������� ��
1 '��� �	� �� ��
����� ��%�� �� �	%�����
	 � %��	������� �� ,��
� 250 =�P, M@@N
 #��
���,	� �� ����� ���������� ��
�� 5 − 20 'K* � ���	��	�� �� ��	 �� �(�
����� ��
���� 
��
	
���� �����*�� �	�:	������� �� ,���� �	�	 ���� �	�:	���� ������� ';'3 M@8N


.�+�2� ���% �� �� .(



�� 8�� /�����
�	� ���
����,�� ��	0��
 68/��9 �� �� ������	 �� �	���	������ ��1

�������	 �� ��������� �� 1998 �	� �� 	�0�
�%	 �� ����� �� ������+������ �� �� ���
��� ��

���:	��� ��%��  �	��� M@AN
 #�� �� ��� �����
����
���� �2� ���	�
��
� ��
�	������� ,� ���	
K�"�) 6K� , ����� �	U����O ���O�
 ������9
 K�"�) ��������
� �� �%���� �� J�"')
���� 	�
���� ��.	��� %��	������� �� 
���������� �� ��
	�
 �����
��2 ��
����*�� �� �����
��1

��� �<��
��
� ���� ���*�� ���%���	� �� ��
� %��	����� �	� �� �����	 �� ��%������
 �� 8/��
����
�+�� 3 :���� �� �� �%	������ �� K�"�)
 �� ������ �� ��� WK�"�) �2����W� ��+���	 ��
�� ������� 5 ��� �����
� 
���� �� ��
	� 
������ �� 10.8 '��
P� 6�2<��� �� 14,4 '��
P�9
 ��

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�



���#�-
� �� -��#����� ��# 
�
� . -��#����� �
���
� �/

�� ���� :��� ���	��	�� ��
���� ��
��� ��
�� . K�#�) 6K� ,1����� #����O ���O�
 )�����9
. �� 
������ :��� .� �	�
����� �� �	��������� �� 3�"' . ';'3
 ��
� :���� ������	�����
�� ��  ���	 �� ��
���	 $)& �5�� �����
� 
���� �� 
���������� �� ��
	� �� 300 '��� ��
�� ������ ���������
� ������
� �� ��	 �� �(�
����� ��
��� �	� ���
����<����� �������� MCN
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��
���	 �� �	� ���� ������
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�� �� ����
��	 ��
���	� �� ��	�	���	�	 ��� ����������� �	��� �	� ���
���� �� �	����1
������ �	� �����
��
��� ';'3
 �� ��
� ������� �� �������� ��� �	�����	��� ��� �������
�	� ���2��
�	� ��%	������	� �� �� �	���	 ��� ��	���	 �� 
��������	�P�������	�� . �� ��1
������� �	� ����������� ��
	�	� �� ��
������ ���� �	� ���
���� ';'3� �	��� ���
���� �	�
��� �����
����
���� 6%��	����� . �������-	9� �� ��
��
	� H��	 �	���� . �� ��
��
	� �� ��:���

+$#$ ����������
�

���� �� ���
��� �� �	���������� ';'3 �������� 
���������P��������� ��� ���
���
%���� ���� �	�!

4 = 1�+ � 6@
�9

�	��� �� ��-�� 
������
��� �� �� ��� ��-�� �	����0� 6� = [s1, s2, . . . , sN ]T ∈ CN9 ���
���
����� � �� �	�0��
	 	 �	��
������� �� %��
	��� �� N ������
	� 6AN9
 �� ��
��* ��
����� 1 �� ��� ��
��* �� %��	��� �	����0	� 61 ∈ CM×N9 �	� M +��� . N �	������� �	���
N �� �� �(���	 �� ��
���� �� �� 
�������	� . M �� �(���	 �� ��
���� �� �� �����
	�� ��
��
� �	�����
	 ���	���	� ��� �� 
���� �� ����	 �(���	 �� 
�������	��� ��� �� �����
	���
6'X&9� �	� �� +� �� ��� ���� ��� �<��
�� 
��
�� ������	��� �	�	 ���� ��
��
 �� ����	
��
��:����
� �� �� %��
	� � ∈ CM ����
	��	 ��� �� �� ��� ���
�������� /�������� �	� �����
���	 . %�����*� σ2


�� ��
������� �� �� ��-�� 
������
��� 6�� ������ �� 	�
������ ��� %��
	� �̂9 � ���
�� ��
�� ��-�� �������� 4 . �� ��
��* �� ����� 1� �	����
� �� ���	�%�� �� ��	����� ��� %��
	� �2�
������	 6�G�� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� ��	���
 G��
	� ��	����9� �� ���� �� ������
��	
�� �� �� ����
� �������


�C



�+ ��#����&� �� �%� ���#�-
� -�-%

+$&$ ������
� ��� �������	 !8�

#�� ������� �	������ ���� �� ��	����� �G� �� �����	���� �� M@BN� �	����
� �� ���	�%��
�� ��	�����


�̂ = arg mı́n
�

‖4−13‖2 6@
�9

�	��� 4 = [y1, y2, . . . , yN ]T �	� ������
	� yk ∈ C ��������
� �� %��
	� �������	 . 3 =

[x1, x2, . . . , xN ]T �	� ������
	� xk ∈ C ��������
� �� �	����� %��
	� �	������

"� �	�	 ���
������ �� �� ��	����� �� �� ���	��+������ �� ��-���� �� ���
���� ';'3�

��� �� �� ��	����� ��+���	 �� 6@
�9� � �	 ��� 	 �� �	� (�
��	� �-	�� ,�  ������	 ��  ���
��
���� �	� ���
� �� ��%��
� ��	��� ��������	� � �����
������ ������� ,�� ������	����	 ��1
%���	� ��
	�	� �� �	������ ���� ��
� ��	�����
 ��
	� ��
	�	� �� ������ �����+��� �� 
���

��	� M@CN!

�
 -������ �� 
� ��5������ �� 
� �����@ �� ����
 ��
 ������� �	��> �� ��
�
���	 �� ������
��� ��
��
	��� �������� �	�	 H�� 	 �� �� ''��� �	� �	� ������ �	�
�����
��	� �	�  ���������
� �	����� 	 ��� ��
������ �	� ����������� ������%� �� ��1

��:�������� 6�;�� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� �������%� ;�
��:������ ��������
�	�9
M@EN
 �� �����
����
��� ��������� �� ��
	� ��
	�	� �� �� ��%������ �� �� ��
��* �� �����
��� ���
��� ';'3
 ��
	� ��
	�	� �	� �	�	���	� 
������ �	�	 ,�����
��	� 	 ���	<1
����	�� ���� �	 ������� �	 ��� ���	�
��� �� �	������ ��
��� ��� ��	������ ���	 ��
�	����0���� �� O(N3) 6�� 	���� �(����9


�
 -������ �� 
� �?�A���� ����� ��� ���������� �� 8���
> �� ��
� ���	 �<��
��
�	� ��
	�	� ���
�������
�� � �� :������ �� ��
��
	��� �"
 5	�	� ���	� �	����
�� ���
����� ���� �2����� ��� �� �� �� �����*�� �� �(������ �� �� �	������ �� �� ��
���	� ��
��� ��:��� �	� ���
�	 �� �� ���
	 ���	� . �� :����	������
	 �	 ����� �� �� ���	����	
�� �� 2��	� �� �	������ �	����	���
 ��� ��:�������� ������� �� ������� �� �� :	��� ��
��� ���	���� �� 2��	� �� �	������ �	����	��� . �� �� 	���� �� ��� �	� ��
��
���� ���
�	��	���
�� ��� %��
	� �	������ �̂
 ��
�� ��
	� ��
	�	� �� ������
�� �� ��	����
	
�	� ����O� . �	,�
 M��N . �� ��	����
	 �	� ��,�	�� . ���,��� M@DN ��� �����*�� ��
���	����	 �� ��	:������� ��� 2��	� �� �	����	��� �������	 �� ��0	� �� 
	���
 5	�	�
��
	� �� 	��
�	� ������
��� ������� �� �	������ '�
 �	� ��
	�	� �" ,�� �������	
 ��� �
������ �� �	��� ���	�%�� �� ��	����� �� �� ��
������ '� �� ���
���� ';'3 �	�
��� �	����0���� �	�������� �� ����
	 ��� �� �� �&$ M��NMA�NV �� �� ��	� �� �	� ���	�
6������� ��� �	�����	���	� 	 �&$ ��0�9 �� ��
��
	� �" ����� 
���� ��� �	����0����
������� � �	� ��
	�	� �� �(������ �<,���
�%� ���� ���	�
��� �� �	������ '�


8
 $�
������� �������5��> )��	%��,�� ��� �� ��.	� ���
� �� �	� ���
���� �� �	����1
����	��� ,���� ��	 �� ���� 	� ���� �� �	�������� �� ���	���
 )��� �� ��
�� �	����	���

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�



��#����&� �� �%� ���#�-
� -�-% �,

�<��
� �� ��
�������	 �� ��:	������� ��
�� �� ��
��
	� . �� ���	��+���	�� ��� ���1
��
� ��+��� �	� �����
��	� �� ���� ��	 �� ���	� �� %����� �
�����	���� �� ������ ���
�� 
������� �� 	�
����� ��0	��� ����
���	��� ��� �� ���� ��� �� ��
�� �
���� 
����1
0� �	� �������	
 ��
�� �	� ��
��
	��� ,�. �	����	��� ,�����
���� MA�N� "�� 6"�����	�
�������O ������*�� 9 . ��
	�	� �" �	��+���	� MA�N


�� ��� �����	��� �� ����
�� �� ��������� �2� ��
����� �� �	� ��
	�	� �� �	������ ����
�� ��	����� �G� �������	 � �� ��
������ �� ��-����


+$)$ .5����� 
-��9��	���

"����	 � �� ��
� �	����0���� ��� ������
� �� ��	����� �G�� �� �� ����	 �� ���
�	��������	��� ����2������� ,�� ��� ��	 
������� ,�����
���� 	 �� ���	<�������� �	� ��
	�0�
�%	 �� ���	�%�� �� ��	����� �� �� 
����	 �	���
���	������
� ��*	�����
 "��
�	 ��
��
	�� �	� �2� �	����� �� �� ��
������ �� ��-���� �� �	� ���
���� �	� �����
��
��� ';'3
�	� �� H� . �� ''��� ��� ����� ��������� �����*���	 ��� ��
������ ������ 	 ��� ��
������
�;�
 ) �	�
�������� �� %��2 �2� ��
���������
� ���� ��	 �� �	� ��
	�	�


2�.�&� 5���6����
��

�� :����	������
	 �� ��
� �� 	��
�	 �� ��
������ �	����
� �� �� �2����	 �� �� ����1
�	��%���� �� �� ��
��* �� ����� 1
 #�� %�* ��������� �� �����	��%����� �� ��
������� ��
�	� ����	�	� 
������
��	� �� 	�
����2 ������
�!

�̂ = 
1†4�AN 6@
89

�	��� 1† ���	
� �� �����	��%���� �� 1� 1† = (1H1)−11H � . 
·�AN ���	
� �� 	��������
�� ���	<���� ���� ������
	 ��� %��
	� 	�
����	 �� ������
	 �2� ������	 �� �� �	�0��
	 ��
%��
	��� AN 
 �� ���
	 �̂ 	�
����	 �	� �� ��
	�	 H� �� 
������ �	�	���	 �	�	 �� ���
	 ��
7���� MA8N


�� �	����0���� ��� ��
	�	 H� ��
2 �����������
� ��
�������� �	� �� �	����0����
��� �2����	 �� �� �����	��%���� �� �� ��
��* 1
 #�� %�����
� ���� �%�
�� �� �2����	 �� ��
�����	��%���� �� ������� �� :��
	��*����� B�� 1 = B�� �	��� B �� ��� ��
��* 	�
	 	���
M × N (BH = B−1) . � �� ��� ��
��* 
���� ���� ������	� N × N MA@N


�� �	����0���� ��� ��
	�	 H� �� �� 	���� �(���	 �� �������� �� 
���-	 �� �� ��
��*
1
 ���� ��
����� 1 ��� �	�����	����� �� ��
��
	� H� �	�����
� :����	�� ���� �� �� �� ���
�	��� �� �������� �&$ �� ��
�� �� ������ �����	 �� �� 
���������� ������ ,��	 ����	 ��
��1
:����
�� . �	� 
��
	 �� ��-�� 
������
��� 4 ������ :�� ���
������
 �	� ��� �&$ ��0�� ��
H� ��	���� �����
��	� �	����


�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������



'� ��#����&� �� �%� ���#�-
� -�-%

2�.�)� 5���6����
�� ��	

���� �����
�� ��� ����
���	��� ��� �����
	� H� 
������	��� �� ������ �
���*�� 
�������
�	 �������� �	����
��
�� �� �� ����������� ������%� �� ����	�	� ��
��:����
�� MAAN
 �� �	�1
�������2 �� ��-�� ��	%�����
� �� ���� ��
��� 
�������	�� �	�	 �� ������� . �� ���
	 �	�	
��
��:��������
 �	� ����	�	� ��
��
��	� �� ���� ��
��� 
�������	�� �� %�� ���������	 ���
%��
	� �� ��-�� ��������� ��� �� �� ����
� ��-�� � ��� ��
��
��� %��2 ��� ��-�� �� ��
��:�������
���	�


��
� ��
	�	 
	�� ��� ���
	 �� 7���� ��������	 �	�	 �� %��	� �� ��� �� ��� �	��	1
���
��� �� ��	� ŝi� �	��� i ��������
� �� ������ � ������ �� �	������ ��� ������
	 �� ��
%��
	� �̂
 "� �	�	 ��� �� ���	�� �	����
����
� ��
����	 �� %��	� �� ŝi . �� ������� ��
�:��
	 ���� 	�
���� �� ��	����� �� �����	� �������	� �	� i− 1 ���� ��
��
 �� ��	���	 ��
����
� ���� �������� ŝi−1 . ��� ������%����
�
 �� �� ��
���
��� 
������ �� �	�	���� ��
� 
��1
���� �	�	 &����� 1���1��������� � . �� �� 2���
	 �� ��� �	��������	��� �� �	�	�� 
������
�	�	 ������	�1:������O ������*�
�	� M@EN


2�.�.� �
�
��� ���� �7���� �����

�� ��
��
	� H� �	�	 ������� ��� ��
��:�������� ���	 �	 �� �:��
	 ��� ����	� . �	� ��	
�	 �����
� �	
�������
�
 ���� �%�
�� ��
	� ��	������ ��� ��
����
�%� �� ���� �� ���
���	
''��� ��� ������*� �� ���	� �����2
��	 ����	 �� �� ��-��
 �� ���� �� �	� �������� ��
��
������ ''�� �� ������� �� �� ��	���	 �� ��
������ �� ��:	������� ��� ����	 ��
��:����
�
�� �� 
����������
 �� ��
	� �������� �� ��	�	�� �<
����� �� ��
��* �� ����� 1 � ���
��
��* 1α �� N + M +��� . N �	������ ������
�

1α =

(
1√
α	

)
6@
@9

�� ��
������� ''�� ��	�	���	�� ��
	���� �� �� ����
� �	������!

�̂ = 
1†
α4�AN 6@
A9

�	���� α = 1/ρ �����	 ρ �� %��	� ��� �&$ �� �� 
����������
 �� �	����0���� �	���
���	���
��� ��
	�	 ''�� ��
2 �	�����	���� :�������
�����
� �	� �� �2����	 �� �� �����	��%����
�� ���� �
�������
 �����	 M = N � �� ������
� �������� �� �����	��%���� �� ��� ����� ��
��
����� �	� �������	��� M, M − 1, . . . , 1
 �� �	����0���� �	���
���	��� ��� �2����	 �� ��
�����	��%���� �� ��
� ����� �� ��
����� 
���� �� 	���� O(N4) MDN� ��  ���	 ��.	� ��� ��
	���� �� �� �	����0���� ��� ��
	�	 H�


"���� �� ���
	 �� %��
� �� �� ��
������� ��� ����� �� ���
���	 ''�� �� ��0	� ��� ��
���
���	 H�
 #�� �	��������� ������
	 � �� 
��� �� ���	� �� �� ��
������ 67�$� �	� ���
�� ��� �� �� ���� �� 7�
 ���	� $�
�9 �� ����� ���	�
��� �� MABN


���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�



��#����&� �� �%� ���#�-
� -�-% '�

+$+$ .5����� .29��	 8������������

�<��
�� 
������� �2� �������� ��� �	� ��
	�	� ������
	� ��
���	����
�� ������ �2�
�	�
	���
 �	�	 �� ����� %�� �� M@CN� ������
	 � �� 
��� �� ���	� �� �� ��
������� �� �	��1
���� �� �2<��� %��	������
�� 6'�9 ��������
� ������ �� �	������ ��� 	:����� �	� ��
	�	�
,�����
��	�
 ��
� ������� ��
2 �������� �� ��
���	 �� ��
�� 
�������� ��� �� ���
��	  ������ ��
� ����� �� ��� ���	�������� ������� ���	��+���	� �� ��:��� 	 �"
 �� %��2 �� ��
� �������
��� ���� ��� �� ��
�� 
������� �� �� �� ������� �� $���+������ . �	�� �� ���������� ��
��� %�����
��
 �� �	� ���	 ��� ����������
� �� ,��� ��� ���%� ��
�	������� � ��
� �������
�� �	������ �� ��	������


2�2�&� ��7����� �� $��
 ���
�� , 
���

�� ��
	�	 �� ����-	 �� �� 	��
�	� $���+������ . �	�� 6��.	 �	���� ��	%���� ���

�����	 7����, ��� 7	��� MACN9 �� ���������
� ����	 ���� ���	�%�� ��	������ �� 	�
�1
��*����� �� ������	� ������
	�
 �� ��
	� ��
	�	� �� �(������ �� �����*� �	��� �� 2��	�
��� �� %� �	��
��.���	 � ������ ��� �� %��  �������	 ��
����
�%�� �� �	������ �	����	���
� ���
�� �� 	
��� ��
��������
 ���� �	�	 ��� 2��	� ��������
� ����������
� ��� �	������
������� 	 +��� ��� ��	�����
 �� ������
�� �	� �	 
��
	� ��� ��
���
��� ������ ���� ���������
�	� �	�	�  ������	� . ���� �	��� ��
������� �� ���� �	���
	 ���� �����*��


�� �������  ������ �� $���+������ . �	�� �	����
� �� 
��� �
����
 �� ������� ��
������ ���	������ ���������� �� ����� � �� �<
���� �� �	�	 �� �� ��
���
���
 �� �� �� ����
�
���� ������� $���+������� �� �	��
��.�� �	� �	������ �	�	� ,�0	� ��� �	�	 �������	���	
�� �� ���	 ��
���	�
 �	� (�
��	 �� �����*� �� 
������ �
���� �� �	��� ��� �� ������
�� ������	�
�	�	�  ������	� �� �� �
��� ��
���	� ��� �	 ������� ����
� �	�������� �����	����	 �� ���
	
�� �	� �	�	� ����
����� � �� ��
���
���
 ��
�� 
��� �
���� �� ����
�� ,��
� ��� �� ������
��
��6�9 �	������6��9 �������6�9� 	 ���� ,��
� ��� �	 ������ �2� �	�	� ��� ����+��� �� ��
��
���
���
 )� �����	 ��� �� 	��
�	� �� ��
���
��� ���� ��� ��������*��� �	� �� ���	� �� �	�	


�	 ��� �� �� %��	� � ��
� 
������ �� �� �	��������� �� ����	��� �� ���
��
�� ��
��
� ���
�� �<��	������ ��� 2��	� . �� ��	
�� �� �(������ �� �� �	������� ��� �� ��+��
�%� �� 
������
�� �+�������
 ��
�� 
������� 
����� �	�	 ���%��
�0� ��� �	� �	�
	��� �� ����
	 � ���	����
���� ���� �	�	 ���� ��� ��
��	�	� �� �� ���
��	 �� ��� ,� �� �	�
���� 
	�� �� ��:	�������
���� �� ��	���	 �� ����+������ . �	��� �	 ��� ���	������
� ��� �� ����	� � �� ��� ��
���
���
 �	��� ���� �	��
���� �� �	������


#� ������ ������� �� $���+������ . �	�� �� �� ��� ���	��� �� 2��	� �� �	����	��� ,��1

� ���	�
��� ��� ������� �	������ MDN
 �� :����	������
	 ��� ������� �� �������	! ������	
�� �	��
��.� �� �	�	 ������� � ���
�� ��� ���� �� �	���*��2 �� �(������ �� �� �	������ ���
��	�����
 "��,	 �	�	 ������� �� �������� �� �� ��
���
���� . � ���
�� �� �,� �� �������
	������	��� �� �<
������� ����� �� ��
���
���� . ����+����	��� ��� �	�	 �<
����	 6���  ��1
��� ���%	� �	�	� ������
����
� �2� ������	� � �� �	������9
 ��
�� 	������	��� �� �����*��

�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������
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,��
� ��� �� �	�	 �<
����	 �� �� ��
���
��� ��� �� �:��
	 ��� �	������ ��� ��	�����
 ��
���	 �� ��� �� %���� �� ��
���
��� ��� ��
�� ���	�
��� ��� �	������� ��
	���� �� ��
	��� ���
�	������ ���� MDN


#� �� ���	 ������� �� $���+������ . �	�� �� �� ��� ���	��� �� 2��	� �� �	����	���
,��
� ���	�
��� ��� ��0	� �	������
 )� � ��� ��� �� �� �� 	��
�	 ��
���	�� �� ��������
�� �	�	 ������� �� �� ��
���
��� . �� �,� �� �����*�� 	������	��� �� �<
������� ����� ��
��
���
���� . ����+����	��� ��� �	�	 �<
����	
 )��� �� ��������	 
���� �	� %��������  �	�����
6�	������ . %��	�1�	������9 ��� ������ ��
����*���� ���� %�* ��� �� ������
�� ��� ���%�
�	������
 �����	 �� %���� �� ��
���
��� 
������ �� ��
	�	 . �� ��
	��� �� ��0	� �	������
���	�
���� MDN


2�2�)� �������� ��

�� ��
��
	� �� �2<��� %��	������
�� ���
����� �� �� ���	 ������� �� $���+������
. �	��
 �� ��
������ �� �����*��� ������
� �� ��2����� �� 
	�	� �	� ������
	� �	������ �

������
��� . �� ������ � :�%	� �� �� ��-�� ��	����
� 3 ��� ������*� �� ���
����� ����������
�� %��
	� 4 6@
B96@
C96@
E9
 �� �� ��� @
� �� ����� 	����%�� ��� ��
�����
����� ��� ��
	�	
�� ��
������ '�� �	��� �	� ���
	� 	�����	� ��������
�� �� �	��
������� 16?)' . �� ���
	
����	 ��������
� �� %��
	� �������	


�̂ = arg mı́n
�

‖4−13]‖2
2

6@
B9

�̂ = arg mı́n
�

‖�[1†4− 3]‖2
2

6@
C9

�̂ = arg mı́n
�

‖BH4−�3‖2
2

6@
E9

�	��� 4 = [y1, y2, ..., yM ]T �	� ������
	� yk ∈ C �� �� %��
	� �������	� 1 ∈ CM×N �� ��
��
��* �� ������ �	��� N �� �� �(���	 �� ��
���� �� �� 
�������	� . M �� �(���	 ��
��
���� �� �� �����
	�� 3 = [x1, x2, . . . , xN ]T �	� ������
	� xk ∈ C ��������
� �� �	�����

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�



��#����&� �� �%� ���#�-
� -�-% ''

�� ��� @
�! �	��
������� A1� :	����� �	� �	� ������
	� �� �� �	��������
 �9 �B?)' � �9
E��=


%��
	� 
������
��	 6�	������9 . �̂ = [ŝ1, ŝ2, ..., ŝN ]T �	� ������
	� ŝk ∈ C �� �� %��
	� ��
��
	� ��
����	
 "� ������	 �� �� 	��
�	 '�� ���� ������*�� �� �	����0���� ��� ����	
�� ���� ������� �� �(������ � �	��	���
�� �� ��� �	��
������� �� %��
	��� AN � �	��� N

������ �� �(���	 �� ������
	� ��� �	��	��� ���� %��
	�
 "� ��
� ������ ��� �	��
�������
A1 ����� ��
�� �	�����
� �	� �	� ������
	� �� ��� �	�������� �1��= 	 �1?)'� �	�	
�� �0�����+�� �� �� �� ��� @
� �� ���  �2+�� ;1?� �����	 ; �� �0� �� ��� �	��	���
�� �� ��
��-�� �� :��� . ? �� �0� �� ��� �	��	���
�� �� ������
���
 �� ��
	�	 '� �� �	��������	
��
��	� ���	 �����	 � ��� �� �	����0���� �	���
���	��� �� ��������
� �<�	����������
�
������
	 � �� ��������� ��� ���� �	 �� ��
���� �� �� 
�������	�� �� �	������� �� ��
	�	
��%����� ���� ���� �� ������ ����
��� MAAN


2�2�.� �������� �� ��!���

�	� ��
	�	� �� ���	��+������ ��:����� �	� ��
	�	� ��� �� ��� �� ������� �� $���1
+������ . �	��� . �� ���	<���� � �� �	������ '� ��� ��	����� ��+���	 �� 6@
�9
 �� ����
�2���� ��� �� 	��
�	 �" �� ��
��
�� ������ �	�	 ������	� ���
	� �� �� ����� ��� ��
2� ���
�	
�� �� ��:��� �� ����	 r �	� ���
�	 �� �� %��
	� ���	 4� �	�	 �� ����� �������� �� �� �� ���
@
8� �	��� 4 �� ��������
��	 �	� �� ���
	 ����	
 �� :2��� �� %��� ��� �� ���
	 �2� ������	
� 4 ���
�	 �� �� ��:���� �� �� ���
	 �2� ������	 � 4 �� 
	�� �� �����
 )� ������� �� ������	
�� �(������ �� ������ 
������ �� �	����0���� �	���
���	���


�� ���� ��
	���� �� ������ �� ���	�
��� 
	�	� �	� %��
	��� 3 
���� ���!

r2 ≥ ‖4−13‖2
2
. 6@
D9

�	��� r ��������
� �� ����	 �� �� ��:���� 4 = [y1, y2, ..., yM ]T �	� ������
	� yk ∈ C ��
�� %��
	� �������	� 1 ∈ CM×N ��������
� �� ��
��* �� ������ 3 = [x1, x2, . . . , xN ]T �	�
������
	� xk ∈ C ��������
� �� �	����� %��
	� 
������
��	 6�	������9 . �̂ = [ŝ1, ŝ2, ..., ŝN ]T

�	� ������
	� ŝk ∈ C �� �� %��
	� �� ��
	� ��
����	 


�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������
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"�
������� �� �	�0��
	 �� �	� ���
	� ��� �� ������
��� �� �� ��
���	� �� ��� ��:��� M1
�������	��� �� ��� 
���� ��:����
 ��� ����� 	� �	� ��
	�	� �" ��	�	��� ��� ���� �+����
�
���� ���	�%�� �� ��	�����
 ���
�� ��� ���	 ���� M = 1� �	��� �� 
��%��� ���� �� ��:���
�� ����������	���� . ��
������� �	� ���
	� �� �� ��
���	� �� ��
������� �	� ���
	� ���
�	
�� �� ��
��%��	
 ��� 	 �� ��� ��
� 	����%����� ���� �� ��� ��%�� 	 ��������� k � k + 1

�	 ��
���	� �� ��+�� ��� �� ������ ��
������� 
	�	� �	� ���
	� �	������ �� ��� ��:��� ��
��������� M � . ����	 r ��
��������	 ������%����
� 
	�	� �	� ���
	� �	������ �� ��:����
�� �������	��� ���	��� 1, 2, . . . , M . �� ����	 ����	 r


�� �	����0���� �	���
���	��� �� �	� ��
	�	� �" �� �����*� ������ . ��
���������
�
�� M��N . MA�N
 �� 
���� ���������	��� �� ������
�� ��� �� ��
	�	 �"� ���� �����	� ��� 	�
�� �&$� 
���� ��� �	����0���� �	���
���	��� �	���	����� ������� � �� �	����0���� �(����

�	 �����*��	 �� ��
	� 
����0	� 
���� �� ����
� �� :����	������
	 ��� �" ��	����
	 ��M��N�
�� �� ��
��� ������ ,�� ���� ��	 ��%��
� ���	��� �	��� �	� ��
	�	� �"� �� ��� ������ ��

��
� �� 	�
���*�� �� ���� ����
�	��� ��� ��F�.�� �� �� ���������
	 �� ��
	� ��
	�	�� �	�	
�� �� ��������� ��� ����	 ���� �� �(������ . �� 	���� �� ���	��+������ �� �	� ����	�	�


2�2�2� 
����������� , %������
�� �� �� �����
 ���
��

�� �	����0���� �� �	� ���	��+���	��� �� ��:��� ������� ���
������
� �� �� �
��� ��
�����	�����	 . �� 	���� �� �� ���� �� �	������� � ��� �	��	���
�� �� �� ��-�� 
������
���
4
 �� �����	�����	 . 	��������� ��
2���� �	����
� �� �� �2����	 �� �� :��
	��*����� B�
�	��� �� ��
��* ��� ����� 1 . �� 	��������� �� �	� �	��	���
�� �� �� :	��� ��
���� ���	
����*���	 �	� �� (�
��	� ���� �	� yM � yM−1� 
 
 
 � y1
 ��� ����� 	� �	� �� ���������� ��
�� 	��
�	� ��
����
�%	� �� �����	�����	 . 	��������� �� ����� �	��� ��� ��� �	����0����
�	���
���	��� ���	� � �� ��������� �� �� ��	� ���	�


�	�	 �� �����	�� ��
���	����
�� �
���*�� �� ����	��	������B� ��	%	�� �� ���
	�����
�� �	� ������
	� �� �� ��
��* �� �� ������ �����-�� %������	��� �� �	� %��	��� �����
��
��
�� �� ����	��	������ ������ ���	��� �� �� ��
������ ��� �	� �	��� ��	� �	� �� 	���������
�
���*���
 �� ��
� 
���� �� ��	�	�� ��� �	��+������ �� �� �
��� �� 	��������� ��� ��
����* �� �������� �� �	����� ���	�� ������
� �� ��2����� �� �	� �	��	���
�� �� �� ��
��* �

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�



��#����&� �� �%� ���#�-
� -�-% '/

���
�������
� � �� :��
	��*�����B�� . �	� �	 
��
	 �� ����* �� ��
� �� �� ���	�
 �	� ��
�����
. �� ����������� �� �� ��	����
� �� ������
�� �� �� ����
��	 A


2�2�*� ������
�� �� ��� $��
�� ��
�
����

�� �	�
	 �	���
���	��� ��� ��
	�	 �" ������� ��  ��� ������ 
������ �� �� ��������
��� ����	 ������� r ��
�������	 �	� �� �������� 6@
D9
 �� r �� ��.  ������ �� ���
���� �� �	�	�
�� ���� ��%�� ��� 2��	� ����� �	���������� . �� �	����0���� �� �� �(������ �� ���
������
�<�	�������� ����
��� ��� �� �	� 	
�	 ���	� r �� ��. �����-	� ����� ������� ��� �	 �<��
��
���
	� ���
�	 �� �� ��:���


#� ���� �������
	 ���� ��
���� r �� �� ���	�����	 ����	 �� �	���
��� �� �� ������
��+���	 �	�	 �� ���	� ����	 �� ��:���� ���
����� �� �	� ���
	� �� �� ����� ��� ����� 
	�	
�� ������	 M1�������	���
 ��
� �� ��������
� �� ���	� ����	 ���  ����
�*� �� �<��
����� ��
�� ���
	 ���
�	 �� �� ��:��� �	� ���
�	 �� �� %��
	� ���������� 4
 �� ��	����� �	� ��
�
�������� �� r �� ��� ��
������� �� ����	 �� �	���
��� �� ��� ����� ���� �� �	� �� ����	
�� ��	����� �	� ��%�� �� �	����0���� &�1�	����
	 M@BN


�� MAEN ��	�	��� ��� �� ����	 ������� �� 	�
�� � ������
� r2 = ‖4 − 1�̂x‖2
2
� �	���

�̂x �� �� �	������ �� �� (� ��
	�	 ,�����
��	 �	�	 H� 	 ''��
 #� ���	�%�����
� ���
����� ������
���� �� ��� �� �� ��	���	 �� ���	<���� �� %��	� �	�
���	 � �� ������
	 �� ��
�	��
������� AN � ����� ��	%	��� ��� �� ���
����� ��
�� 4 . �� �	������ 	�
����� ��� ��.	��
�	� �	 
��
	 �� ��:��� �	�
������ ���,	� ���
	� �� �� ��
���	�
 �	�	 %��
�0� 
����� ���
�	� ��. �� ��	�� ����  ����
�*�� �� ���	� �� ���
	 �� �� ����� ���
�	 �� �� ��:���


�� �� �	�	�� ��� �� ��	����� �� �����	� �������	� �� :	������	 ���� ���	��+���
��� ��-�� �������� �� �� ���
��� ';'3� �� ����� ���	%��,�� �� %�����*� σ2 ��� ����	
���� ��
���� �� ����	 �������
 �� M��N �� ��	�	�� ��� �� ����	 ������� �� 	�
�� � ������
� ��
�<�������

r2 = βNσ2, 6@
��9

�	��� �� %��	� �� β �� 
	���	 �� �	�	 
�� ��� �� ��	��������� �� ���	�
��� �� ���
	
���
�	 �� �� ��:��� ��� ���
��
� ������� � 1� . N �� �(���	 �� 
�������	���


�� �� %�����
� ��� ��
	�	 �" �	��� �� ��� �� ��
��
� �� �� ���������� ��,�	��1
���,��� �	 �� �������������� ��+��� �� ����	 ������� �� �(������
 ��
� %�����
�� �������
��� ������
�� �� ���
	 ���
�	 �� �� ��:���� ��
����*� �� ����	
 �� �	� ���	 ��� �� �����
��������*�� r = ∞
 ��� ����� 	� �	�	 ���� �� ������
�� �� MADN� �� �� ��������*� r = ∞ ��
���
	 ��� ����������
� ������
�� �� ��
	�	 �� �� ���
	 �	������ ��� H�� ��	%	����	 ���
�� ����	 �� ��
������ �	� �� ���
����� ‖4−1�̂ZF‖2 � �	��� �̂ZF �� �� �	������ ��
����� �	�
�� ��
	�	 H�


) ����� �� ��%���	� �����
��	� �� ��  ��
��� �� �	� ����	� �� �(������ �� �	� ��
	�	�
�"� �� �	������� ��� �(� �� ��������� ��� ����	 ������� �� �� ��	����� �����
	 . ��
��	� ���
������ �� ����� ��%��
� ���	


�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������



') ��#����&� �� �%� ���#�-
� -�-%

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�
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�� �� ������� ���
� �� ��
� ����
��	 6�����	��� A
�� A
� . A
89� �� ��������� �� 	��
1
�	� ���	��+���	��� �� ��:��� ��	����
	� �� �� ��
���
���� �	���� ��� ��0� �	����0����
�	���
���	��� . 
����� �� ���������
	 ������	 �� ��
��	� ���	 �	� �� ��
	�	 '�
 �� ��
�� ���� ���
� �� ��
� ����
��	 6�����	��� A
@� A
A . A
B9� �� ������
�� . ��������� �	� 
���
�� 	��
�	� . ��0	��� ��	����
�� �� ��
��
	� ��:���� ��� 
����� �	�	 +������� �����*�� ��
���������
	 ��
��	 . 	�
���� ��� ���	� �	����0���� ��� �	� �� 	��
�	� ������
��	� �� ��
������� ���
� ��� ����
��	


0$#$  �����(�	��� �� ,�:��	 �����	�$

�� M��N . MA�N �� ������
� �� :	���  ������ ��� ���	��+���	� �� ��:��� 6/�"� �	� ���
�� ��� �� �� ���� �� /������ ��,��� "��	���9 �	�	 ��� ,��������
� �� ��0� �	����0����
���� �� �	������ ��� ��	����� �� �����	� �������	� . � �� %�* �	�	 �� ��
��
	� �� ��0�
�	����0���� ���� ���
���� ';'3
 �� ���� �2���� ��� �� 	��
�	 /�" �� ������ �	�	 ������	�
���
	� �� �� ����� ��� �� ������
��� ���
�	 �� ��� ��:��� �	� ���
�	 �� �� %��
	� ���	
4 . �� ����	 r �	�	 �� �0�����+�� �� �� �� ��� A
�
 �� ��-�� �������� ��� ����	 6���
	
��������
��	 �	� %��
	� 13 �� �� ������	 CN9 �� ������
�� ���
�	 �� �� ��:��� �� ����	 r

�� . �	�	 ��


r2 ≥ ‖4−13‖2
2

6A
�9

�	��� 4 ∈ CM �� �� %��
	� �������	 . 3 ∈ CN �� �� �	����� %��
	� 
������
��	� �� �����*�
���%�����
� �� ����	��	������ B� �� �� ��
��* �� ����� 1 ∈ CM×N � �� �����

1 = B� 6A
�9

8C



'+ ���%��!��
��&� �� ��!� 


�� ��� A
�! ;���
�+������ �� �	� �	�	� �� ��� �	��
������� A1� �	� �	�������� 16?)'
���
	���	���� �	� �� ����� 1� �	�
����	� ���
�	 �� �� ��:��� �� ����	 r


1 =




Q11 Q12 . . . Q1N

Q21 Q22 . . . Q2N

. . . . . . . . . . . .

QM1 QM2 . . . QMN







R11 R12 . . . R1N

0 R22 . . . R2N

. . . . . . . . . . . .

0 0 0 RNN


 6A
89

�	��� � �� ��� ��
��* 
���� ���� ������	� �� �������	��� N × N �	� �	� ������
	� �� ��
��� 	��� 
	�	� �	��
�%	� . B �� ��� ��
��* 	�
	 	��� �� �������	��� M × N 


�� �	������� ��
�������� �	� �� �������� 6A
�9� ���� �� ���
��� �	��� M = N �����
�	� 
��
	 ���������� �	�	

r2 ≥ ‖4−B�3‖2
2

= ‖BH4−�3‖2
2

6A
@9

�	��� (·)H ���	
� �� ��	���
	 K����
���	 6
��������
� �	�0� ���9
 "�+�����	 4′ = BH4
�� ������� �� �������� �	�	

r2 ≥ ‖4′ −�3‖2
2

6A
A9

��� 	� 
������	 �� ����
� ��� � �� ��� ��
��* 
���� ���� ������	�� �� ���� ������ ��
����1
���� �	� �� �������� 6A
A9 ����� ��� ���%����
� �����
� �	�	

r2 ≥ (y′
M − RM,MxM)2 + (y′

M−1 − RM−1,MxM − RM−1,M−1xM−1)
2 + . . . 6A
B9

�	��� y′
M �� �� ������
	 M ��� %��
	� 4′� RM,M ��������
� �� ������
	 �� �� �	������

(M, M) �� �� ��
��* � . xM ��������
� �� ������
	 M ��� %��
	� 3
 �� ����� 	����%�� ���
�� ������ 
�����	 ������� (�������
� �� xM � �� �� ���	 
�����	 ������� �� xM � xM−1�
�
�
 ���
����	 �� �� ���� ������ ��
�������� �	� �� �������� 6A
B9� �� ��������� ��� ���
�	������� ��������� ���� ��� 13 ��
� ���
�	 �� �� ��:���� �� ��� r2 ≥ (y′

M − RM,MxM)2� 	
�	 ��� �� �	 ����	� ��� �� �	��	���
� xM � ���
���*�� �� ��
��%��	 M��N⌈−r + y′

M

RM,M

⌉
≤ xM ≤

⌊
r + y′

M

RM,M

⌋
6A
C9

�	��� 
·� ���	
� �� ���	���	 �� ������
	 ������	 �2�  �����
 "� ������ �������� 
·� ������
�� ���	���	 �� ������
	 ������	 �2� �����-	
 ��� 	� ���� ���� %��	� �� xM ���
�	 ���

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�
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 ',

��
��%��	 ������
	 �� 6A
C9� �� ��
������ �� ��
��%��	 �	��� ��
��2� �	� %��	��� �� xM−1

������
�

⌈−r′M−1 + y′
M−1|M

RM−1,M−1

⌉
≤ xM−1 ≤

⌊
r′M−1 + y′

M−1|M
RM−1,M−1

⌋
6A
E9

�	��� �′ ��������
� �� %��
	� ��� �	�
���� �	� ����	�� ��+���	� �� ������	 �� ��%�� �	���
�� �����*� �� �(������ �	�	 r′2M−1 = r2 − (y′

M −RM,MxM )2 . y′
M−1|M = y′

M−1−RM−1,MxM 

�� �� 	��
�	 �	�
���� �� ��� ����� :	��� ���� ��
������� xM−2 . ��� ������%����
� ,��
�
��
������� x1
 �� ���	 �� �	 ���	�
����� �� ��� �	������� �� ����	 r ���� �����
���� . ��
�0���
���� ���%����
� �� �� 	��
�	


),	�� �	���	� :	�����*�� �� )� 	��
�	 �� �	��� k ������ �� ��%�� �� �� ��� ��
���1
���
� �� �����*� �� �(�������  -k �� �� %��	� �2<��	 ��� ����� 
	��� 3k . XN �� ��
�	�0��
	 ��� �	�
���� �	� %��
	��� ��� �� ������
��� ���
�	 �� �� ��:���
 "���:	�
�����1
���
� ��
� �� 	��
�	 ,� ���	 ����-��	 ���� ���
���� �� �(���	� ������� ��� ����� 	 ��
�	����� �
���*���	 �� ���
���� �� �(���	� �	����0	�� �	�%��
����	 4� 1 . 3 �� ���
���� ��
�(���	� ������� ���� ���	 �� ,��� ��	 �� 6A
D9� 6A
��9 . 6A
��9
 ��
� 
����:	������� ��	%	1
�� ��� �� ��������� ��� �������	��� ��� ���� �	 . �� �	���������� ��� �� ��������
� ��
�	����0���� �	���
���	��� ��� ��
��
	� MB�NM��N


3real = [�(3) �(3)]T ; 6A
D9

4real = [�(4) �(4)]T ; 6A
��9

1real =

[ �(1) −�(1)

�(1) �(1)

]
6A
��9

�	��� �(4) ��������
� �� ���
� ��� ������ . �(4) ��������
� �� ���
� ���� �� �� %��
	�� ��
��
� ���	 4


�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������
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#

������ � /�"

�������> �� �� �′ = �H�� r�

$�
���> ���	
� ��	
���
 �̂�

�
 ���
�
��
���� k = M� �′2M = r2� y′
M |M+1 = y′

M

�
 ����
	��� UBk = 
(r′k + y′
k|k+1)/Rk,k�� xk = 
(−r′k + y′

k|k+1)/Rk,k� − 1

8
 ���������	�� xk� xk = xk + 1� �
 xk ≤ UBk� 
� � 5� �� 
	�� ������ � ��

� ��

@
 ���������	�� k� k = k+1� �
 k = M +1� 
� � 7� �� 
	�� ������� 
� � 3�

A
 ���������	�� k� �
 k = 1� 
� � �� �� 
	�� ������ k = k − 1� y′
k|k+1 = y′

k −∑M
j=k+1 Rk,jxj� � 
� � ��

B
 �
���
 � ���
�	����� !������ " �� XN � 
� � #�

C
 $�������

�̂ = arg mı́n
�

‖�H�− �"‖2
2

�
��� " ∈ XN � XN ⊆ AN�

%���
��� �� ��&
�
	�
�

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�
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0$&$ 
�������� � 8;

�� MADN �� ��	�	�� ��� %�������� ��� �� 	��
�	 ���	��+���	� �� ��:��� �� ��� �	�1
����	� �"G7 6��� ��,��� "��	��� G�
���	 ��� 7	�
�	�9
 )� � ��� ��� �� )� 	��
�	 �
���	%��,� ��� %��
�0�� �� �� ����	��	������ B� ������
� �� �� �������� 6A
�9
 K������	
�� ������	��	 ������� ,��
� 6A
A9 . ����
�
�.���	 r �	� C 	�
����	�

C ≥ ‖4′ −�3‖2
2

6A
��9

�	��� C �� �� ����	 �� �� ��:��� ���
�	 �� �� ���� �� �����*��2 �� �(������
 ) ��:������� ���
)� 	��
�	 � �� �� )� 	��
�	 � �� ����	 ���� �� ������� �
������� �� 
	
�����
� ��+���	 �	�
�� ������	 . �� ��
����*� ��
	�2
������
� ���� ��� �� ����
�� �
�����	��� �� ��� �� �����
 ��
�� �� ��� A
� �� �������� �� :����	������
	 ��� )� 	��
�	 �� ���� ��� �	�������� 7��= .
�� ���� �	 �� ��
���� �� 4 × 4 6�� ������ ��� ��:��� �� @ �������	���9


�� ��� A
�! �0����	 �� 2��	�  ������	 ���� ��
������� �	� ��
	� �������	� �	� �� %��
	�
�� @ �������	���


�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������



(� ���%��!��
��&� �� ��!� 


#

������ " �"G7

�������> �� �′ = �H�� C� " = 0�

$�
���> ���	
� ��	
���
 �̂�

�
 k = M� C = ∞� $′ = 0� $������� '��� 	
�
 xj ∈ A1

C ′
k ≥

M∑
k

(yk −
M∑

j=k

Rk,jxj)
2 6A
�89

�
��� xj 	
�� (��
��� �� �� �
��	����
 � A1� �
�������
 '
� �� ���
�

�x1, x2, . . . , xL� )��	� *�� C ′
k ≤ C�

�
 �
 C ′
k > C ��	
����� k = k + 1 � 
� � 1� �� �
 �
�	���

 
� � 3

8
 xj = ŝk� k = k − 1� C = C ′
k+1� �
 k = 0� �� �
���
 � )� �
�
 ���
�	�����

%���
��� �� ��&
�
	�
� �� 
	�� ������ 
� � +

0$)$  �����(�	��� �� ,�:��	 !��-��%�

�� MB�N �� �������� �� �� 	��
�	 ���	��+���	� �� ��:��� ���� �	��
�����	��� �	����1
0��� �	�	���	 �	�	 "��	��+���	� �� ��:��� �	����0	 6��"� �	� ��� �� ��� �� �� ���� ��
�	����< ��,��� "��	���9
 ) ��:������� ��� )� 	��
�	 � �	 �� ��������� �� ���������� ��
�	� �	��	���
�� ���� � ��� �����	 �� 4� 1� . 3� �	� �	 
��
	 �	 �� �������� ��� �������	���
��� ���
���


�� ��
� ���	� �
���*���	 �� :��
	��*����� �� �,	���O. �� ����� ���	�
��� ��� ��
��*

���� ���� ������	� �	� ������
	� �� �� ��� 	��� ������ . �	��
�%	�� 
�� ��� H = 1H1
MB�N
 ��
	���� �� �������� 6A
�9 ����� ��� �����
� �� �� �� ����
� ������

r2 ≥ (3− 3̂)H H (3− 3̂) =

M∑
k=1

uk,k

∣∣∣∣xk − x̂k +

M∑
j=k+1

uk,j

uk,k
(xj − x̂j)

∣∣∣∣
2

6A
�@9

�	��� 3̂ = (1H1)−11H4 �� �� ��
������� ������� �� �� �	� ������
	� �� �� ��
��* 
���� ����
 � �� ��������� N ×N � �� ��+��� �	�	 uk,k �	� k = 1, . . . , N . r �� �� ����	 �� �� ��:���
���
�	 �� �� ���� �� �����*��� �� �(������
 �� �%�����	� �	� k = M �� �� �������� 6A
�@9
	�
����	�

r

uM,M

≥
∣∣∣∣xM − x̂M

∣∣∣∣ 6A
�A9

��
� ���� ������ ����
� �� �(������ � �	� ���
	� �� �� �	��
������� �� �	�
����	�
�� �� ����	 �	����0	 �� ����	 r

uM,M
���
���	 �� x̂M 
 ��
	� ���
	� �	� :2����� �� ���	�
���

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�



���%��!��
��&� �� ��!� 
 ('

�����	 �� �	��
������� 
���� :	��� �� �� ������	 �	����0	 6�	�	 �� ��� �	������	��� ��=9

�� �� ��� A
8 ����
��  �2+�����
� ��� �� ��
��������� ��� ����	 �� �(������ . �� ������	
 ������	 �	� �� �	��
������� E1��= �� �� ���	


�� ��� A
8! ;�
��������� ��� ����	 �� �(������ . �� �	��
������� E��=


��� xM = rce
iθM �� ������
	 M ��� %��
	� �� �	������ ����	�	� 
������
��	� . x̂M =

r̂ce
iθ̂M �� ������
	 M ��� %��
	� ��
����	� �	��� θM . θ̂M �	� �	� 2� ��	� :��� �� xM .

x̂M ������
�%����
�� �	� ������ �	�:	���� �	� %��
	��� θ . θ̂� ����2� rc > 0 . r̂c > 0 �	�
������
	� �� �	� %��
	��� �c . �̂c %��
	� �	� �	� ����	� ��� ������	 :	����	 �	� �� �	��
����
�	�
��=
 #�� %�* ��+���	� ��
	� ������
	� �	���	� ������	���� �������� 6A
�A9 ���� 	�
����

cos(θM − θ̂M) ≥ 1

2rcr̂c

[
r2
c + r̂2

c −
r2

u2
M,M

]
= η 6A
�B9

�� 	����%� ��� �� η > 1� ��
	���� �� ����	 �� �(������ �	 �	�
���� ��� (� ���
	 �� ��
�	��
������� ��=
 �� η < −1� ��
	���� �� ����	 �� �(������ �����.� � 
	�� �� �	��
�������

���� −1 ≤ η ≤ 1� �� ���	 �� ������
	 �	�

|θM − θ̂M | ≤ cos−1 η 6A
�C9

. �	� �	 
��
	 �� ��
��%��	 �� �(������ �� ����� ��+��� �	�	⌈
θ̂M − cos−1 η

⌉
≤ θM ≤

⌊
θ̂M + cos−1 η

⌋
6A
�E9

�	 ��
�� ������
	 �� :	�����*��	 �� �� )� 	��
�	 8
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#

������ & ��"

�������> �� "̂ = ,†�� η�

$�
���> ���	
� ��	
���
 �̂�

�
 ���
�
��
���� k = M� θ̂ �� �� (��	
� �
� �
� -�&��
� �� .��� �� "̂

�
 ����
	�� �� �
��	����
 �� UBk = θ̂k+cos−1(η)� LBk = θ̂k−cos−1(η)� %
����


�
�
 ���
	� 
�.��

� LBk � ���
	� ��'��

�� UBk� �
��	��
� �� '��

(��	
��� �
��	����
 � �
� ������	
� ���'���
��	�� �� �� �
�����
 ��

�/0�1� L = 2, 4, 8, 16� $
��	����
 � A1�� �� '�
���
 Aθ� �
� -�&��
�

�� .��� � �� ��&���
 ASD� �
� �
� ������	
� �� �� �
�����
 � *��

��	-� ���	�
 �� �
� ���
	��� ��.
�
� �
(�� 
�.��

� NIk = 1� ��.
�
�

�
(�� ��'��

� NSk = LC� �
��� LC �� �� �2���
 �� ������	
� �� ��

�
��	����
 � Aθ�

8
 �
 NIk ≤ NSk� ���������	�� NIk� xk = ASD
NIk

� NIk = NIk + 1 � 
� � 5� ��


	�� ������ �� � ��

@
 ���������	�� k� k = k+1� �
 k = M +1� 
� � 7� �� 
	�� ������� 
� � 3�

A
 ���������	�� k� �
 k = 1� 
� � 6� �� 
	�� ������ k = k − 1� 
� � ��

B
 �
���
 � ���
�	����� !������ " �� XN � 
� � 3�

C
 ��������
�̂ = arg mı́n

�

‖�(1†4− 3)‖2
2

�
��� " ∈ XN � XN ⊆ AN�
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0$+$  �����(�	��� �� ,�:��	 ��� !��-��%��	� �������	
<�� =

�� ��
� ������� �� ��
�	���� ��	 �� �	� ����������� ��	�
�� �� �� ������
� 
���� . ���
:�� ��������	 �� M�@N� �� �� 	��
�	 ���	��+���	� �� ��:��� �	� �	����0���� �������� 6��"�
�	� ��� �� ��� �� �� ���� �� ���� �	����<�
. ��,��� "��	���9 �� ���� �� �� )� 	��
�	 ��
�	��+����	 ��:����
�� ���2��
�	� ��� ����	 �	� �� +� �� ������� �� �	����0���� �	���
�1
��	���
 �� ���� ��
	���� �� ������ �� ���	�
��� 
	�	� �	� %��
	��� 3 ∈ AN � 
���� ���� ��
��-�� �������� ��� ����	 6���
	 ��������
��	 �	� %��
	� 13 �� �� ������	 CN9 �� ������
��
���
�	 �� �� ��:��� �� ����	 r� �� � ��� ��� �� �� �� 	��
�	 /�" �� ������	��� �� :	���
������� ,��
� 6A
E9� �� �� ���� �� ����%� �� �� ����
� �<�������

⌈−r′M−1 + y′
M−1|M

RM−1,M−1

⌉
A1

≤ xM−1 ≤
⌊

r′M−1 + y′
M−1|M

RM−1,M−1

⌋
A1

6A
�D9

�	��� 
·�A1 ���	
� �� ���	���	 �� ������
	 ������	 �2�  ����� �	�����	�����
� � �� �	�1
�
������� A1
 "� ������ �������� 
·�A1 ������ �� ���	���	 �� ������
	 ������	 �2� �����-	
�	�����	�����
� � �� �	��
������� A1
 $��	����	� ��� �� �	��
������� A1 ��
2 �	�����
�
�	� �� 
	
������ �� ����	�	� ��:����
�� ��� �� ������  ������ �	� ��� �	�������� 6E��=
X E ������
	�9


�� xk ∈ A1 �� ����� ����� �	� :�������� �� �(���	 �� �	�	� �<��
��
�� �� �� �	�0��
	
�� �	����	���� �� ������ ��� �	��
������� ?��= �� �	��	�� �� 4 ������
	� ��:����
��� �	� �	

��
	 xk �	�	 ����� 
	��� 4 %��	��� ��:����
�� �� ���� ��%�� 	 ��������� . ���� �� ���
���
';'3 �� 3 × 3 63 ��%����9 �� 
	
�� �� �	�	� 	 %��
	��� �<��
��
�� �� �� �	��
������� Am

���� �� 43

)���2�� �����	 � ��� �� �(���	 �� ������
	� �� �� �	��
������� A1 �� �	�	���	� �	��1
�	� ����
�� �	� ��� 	� �� �� �(������ . �� ��
� ������ �	 �����*�� �2����	� ����������	�� �	
���� ��������
� �� �	����0���� �	���
���	���
 �� �� �� ��� A
@ �� ����� %�� ��� �� �� ��%��
�(���	 
��� ��� �� ����	 �� �(������ �� ������	� �� ��
��%��	 ��� �	�
���� �	� ������
	� ��
�� �	��
������� 7��=� ��� ����� 	� �	 �<��
�� 	
�	� ������
	� . �	� �	 
��
	� �� �� ��	�
�� �	� ���	� �	�	 �� 
	������ �� ����
� �� �(���	 �� �	� ������
	� 
	
�� �� �� �	��
��������
�� ��
� ���	 4
 �� ��
	�	 ��" �� ������
	 � ��
���� �� �� )� 	��
�	 @


�	����	� �� ������	� ���������	� 
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���	 �� �	� ���� ������
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#

������ * ��"
�������> �� �� �′ = �H�� r�

$�
���> ���	
� ��	
���
 �̂�

�
 ���
�
��
���� k = M� �′2M = r2� y′
M |M+1 = y′

M

�
 ����
	�� �� �
��	����
 �� UBk = 
(r′k + y′
k|k+1)/Rk,k�� LBk = 
(−r′k +

y′
k|k+1)/Rk,k� − 1� %
����
 �
�
 ���
	� 
�.��

� LBk � ���
	� ��'��

�

UBk� �
��	��
� ��� �
��	����
 � �ASD� �	
�
����
 �
� ������	
�

�� �� �
�����
 � �/0�1 ��
��	����
 � A1� *�� ��	3� ���	�
 �� �
�

���
	��� ��.
�
� �� �
(�� 
�.��

� NIk = 1� ��.
�
� �� �
(�� ��'��

�

NSk = LC� �
��� LC �� �� �2���
 �� ������	
� �� �� �
��	����
 �

ASD�

8
 �
 NIk ≤ NSk� ���������	�� NIk� xk = ASD
NIk

� NIk = NIk + 1 � 
� � 5� ��


	�� ������ �� � ��

@
 ���������	�� k� k = k+1� �
 k = M +1� 
� � 7� �� 
	�� ������� 
� � 3�

A
 ���������	�� k� �
 k = 1� 
� � 6� �� 
	�� ������ k = k − 1� y′
k|k+1 = y′

k −∑M
j=k+1 Rk,jxj� � 
� � �

B
 �
���
 � ���
�	����� !������ " �� XN � 
� � 3�

C
 $�������

�̂ = arg mı́n
�
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�
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�� ��� A
@! ����
�� �� ����	 ���� ��� �	��
�����	��� ?��= �� �� ���
��� �� @ ��%�����
�	��� �; ��������
� �� ����
� ��:���	� . �� ��������
� �� ����
� ������	�


0$0$  �����(�	��� �� ,�:��	 ��� !��-��%��	� �������	
.�%��	�� <��� =

�� ��
� ������� �� ��
�	���� �� �� 	��
�	 ���	��+���	� �� ��:��� �	� �	����0����
�������� ��0	���	 6���"� �	� ��� �� ��� �� �� ���� �� ����	%�� ���� �	����<�
. ��,���
"��	���9 �� ���� �� ���� �� �	� )� 	��
�	� � . 8� �� ��������� %��
�0� �� ��� �	 �������� �� ��
��%������ �� �� ��
��* �� ����� 1� ����2� �� ��
�	���� ��� �
��� ��� �.��� � ��������
��
�� �������-	� �����*���	 �� ��0	� ������ �� ��� ������ ��� ���� �� �(������
 K������	
�� ������	��	 �� :	��� ������� � �	 ������
	 �� �� ������� A
�� ,��
� 6A
A9� �%������	 �� M

.� 
����:	�����	 4′ . �3 �� �		�������� �	����� . ���
�
�.���	 �� ������ ������� � �	
�����*��	 �� 6A
�A9 	�
����	�

r2 ≥ ‖y′
M − RM,MxM‖2

2
= r2

y′
M

+ r2
RM,MxM

− 2ry′
M

rRM,MxM
cos(θy′

M
− θRM,M xM

) 6A
��9

��� ��	����

cos(θy′
M
− θRM,MxM

) ≥ 1

2ry′
M

rRM,MxM

[
r2
y′

M
+ r2

RM,M xM
− r2

]
= η 6A
��9

�	���� θy′
M

. RM,MxM ��������
�� �	� 2� ��	� �� :��� �� y′
M . RM,MxM ������
�%����
��

�� �� ����� ������ ry′
M

. rRM,MxM
��������
�� �� ����	  ������	 �	� �� �	�������� �1

��=
 )���2� �� η > 1� ��
	���� �� ����	 �� �(������ �	 �	�
���� ��� (� ���
	 �� ��
�	��
������� A1 6�	��
������� �1��=9
 �� η < −1� ��
	���� �� �(������ �� ����	 �����.�

	�� �� �	��
�������
 ���� −1 ≤ η ≤ 1� �� ���	 �� ������
	 �	�

|θy′
M
− θRM,M xM

| ≤ cos−1 η 6A
��9

�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������



(+ ���%��!��
��&� �� ��!� 


�� ��� A
A! "�
������ �� ����	�	� �	� �	�������� E��=� �9��" �9���"


. �	� �	 
��
	 �� ��
��%��	 �� �(������ �� ����� ��+��� �	�	

⌈
θRM,M xM

− cos−1 η

⌉
A1

≤ θy′
M
≤

⌊
θRM,MxM

+ cos−1 η

⌋
A1

6A
�89

��� ��0	��� �� ��
� �� 	��
�	 ��� �� �� ��� ����������� ��:�������� �	� �	� �� 	��
�	�
�� �	� ��� �� ����� �� ��:������� ��� )� 	��
�	 � . 8 ������������
� �� �� ������ �� �� ���
�� ��+�� �� 2��� �� �(������� �� �	� ��
	�	� /�" . ��" �� ����	 �� ��+�� � 
��%�� ���
��2����� �� �	� �������	���� ����
��� ��� �� �� ��
	�	 ���" �� �����*� �	�	 ��� ����������
�	�	 �� 	����%� �� ��� �� ���� A
A �9 . A
A �9
 �	� 	
�	 ���	 �� ��������� %��
�0� ������
	
�� ��
	�	 ��" �� �� �	 �
���*����� �� �� ��%���� ��� ������ ���
�
�.���	 ��
� �2����	 �	�
��� ���
���������� �	��� ��
��%���� �� �	��	���
� B �� �� :��
	��*����� B� 64′ = BH49

��
�� �	� �����
����
����  ����
�*�� ��� �� �	����0���� ��� �� 	��
�	 ���" ��� ��:���	��
�	�	 �� ������
�� �� �� ����
��	 B
 �� ��
	�	 ���" �� ������
	 � ��
���� �� �� )� 	��
�	
B


*�*�&� ��#��� �� �� 0�
����
�� �� 0��� �� 89�7����

�	� ��
��
	��� �" ��  ������ ���� ����	��	����	��� �	�	 B� 	 �,	���O. ���� ��
��������� �� ������
	� ��������	� �� �	� �2����	�� ���	 �� ����	 
����	 �	��	���� ��
��
���
��� �� �� ����� ��	%	����	 ���	��� �� �� ��
������ M��N� ����2� �	� �:��
	� ��� ����	
������ ��� �� � �:��
�� �	
�������
� �	� ��
	� �������	�� ���	 ��� �� ����	 �� ��� %�������
����
	���� �	� �����
��2 ���	����� ��
������� �� %��	� �� �� �	���
	 ��
�������	 . �	�
�	 
��
	 �	 �	����	� �����*�� ��� �	�������� ��� �	� �.��� � 
���� ��� ��
������ �� ��
	�
�<�
	��
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�� ��� A
B! �����	 �� :��� �� �� ��
	 �������	


)� �����*�� �	� �	��	���
�� �� �� ��
��* � ���
�������
� � �� :��
	��*����� B� .
���	%��,���	 �� ����	 ��������	 �� �	� ��
	�	� �"� �� ����� �	�	��� �� �	��	�
�����
	
���	<����	 ��� ����� �� �	���������� 1 ��%�� �	� ��%��� �	� �0����	� �	���	� �	�	���
�	�	 :�� �:��
��	 �� ��
	 ��%���	 �	� ��� ��
��� 
�������	�� 3 6���� �� ���
��� ';'3
3 × 39
 /���������
� �����	 �� %��	� �� �� �	��	���
� R3,3 �� �� ��
��* 
���� ���� � ��
������	 � ���	� �� ��+�� ��� �� �����1 
��	 �� �:��
	 �� �
�������� ���%��	 �	��� �	� ��
	�
��%���	� s3
 G����	 �� ������ �����������
� �� �������� �� �� ��� %��0� s3� � > 1�� �	� �	

��
	 �� n ≥ 1� �<��
� �� �	��������� �� ��� �� ��
	 �������	 y3 ,�.� ��:���	 �� �	�������
	
�� :��� . �� �� ��	� �� �	� ���	� ��%��
��	 �� �	�������


�� ��	����� ��� �	�������
	 �� :��� �� �	� ��
	� �������	�� �:��
� �� ��.	� ������ �
�	� �� 	��
�	� �����	� �� �� 2� ��	 �� ����
���� .� ��� 	�� �������
� ��
2� ���	������
�1
�	� ���� ��
��
�� ��
	� �� �	� ��� �� ,� ��%��
��	 �� �	������� 	 �� ,�� ��:���	 �� �����	
�� :��� �	����������
 �� �	������ 	�%�� � ��
� ��	����� �� �� ��������
	 ��� 2� ��	 �� ����1

���� �	 ��� �� �	���������� �����
���� �� 2��� �� �(������ ���	 
������ �� �	����0����
�	���
���	���
 �� �� �� ��� A
B �� ����
�� ��	 �� �	� ��	��� ��������	�� ��� ��%������ ��
�	�������
 ���� �	� �� 	��
�	� �����	� �� 2� ��	 �� ����
��� �� ���	����� �����*�� ��� �	�1
���
� ��
������� ��� ����� 	� ���� �	� ��
	�	� /�" . ��" �	�	 ,��� :��
� ��������
�� ��
����	 �	���������
� ���� ��������
�� ��  ��� ������ ��� �	����������� �� ��� ��
������
�	����
�


���� �	����	��� �� ��	����� ��� �	�������
	 �� :���� �� ,� ��	����
	 �� �� 	��
�	 ��
�	��������� �� ����� �����	 ��:	������� �� �� �	��	���
� R� �� �� :��
	��*����� B�� ��
����* �� �������� �� ���	� . �0��
�� �� 2� ��	 �� �(������� �� (� �� ��������


#� ���
	 � ���
���� �� ���� ��
� �� 	��
�	 �� �	�������� �����	 �� ��
	�	 ���"
��	�	���	�� �� ���������
	 ������� �� ��
	�	 '� �	� ��� ���	� �	����0����� �������%�
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���	 �� �	� ���� ������
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���	� ��� �� ������
��� �� �� ��
	�	 ��"� �� ��	��������
	 ���� �� ���������� . �0��
�
��� 2� ��	 �� �������� �� �� )� 	��
�	 A


#

������ % ������� �� �	�������� �� T� ��	 �� )���
���

�������> �� �� �′ = �H�� η�

$�
���> η�

�
 $������� '��� 	
�
 xj ∈ A1

dist = (y′
k − Rk,kxj)

2

�
��� k ��'�����	� �� �
(�� ��	���� j �� ���
�� ��� ������	
 �� ��

�
��	����
 � *�� �� ��� �� �� �-����
 � �
�	� 
��
�� *�� �� �����	��


�� �� 
'����
 � �� �� �
�	���
� ��	�� y′
k � Rk,kxj

�
 ����	
.
��� �
� �
� �
�
� �-� ������
� � y′
k � �������� �� �
.�����
�

��
.� ��	�� ���
��

dif = |dist1 − dist2|

8
 �
 dif ≤ Pr� 4�
&��� ���(
 -�&��
 �� �'��	����η� �� �
 �
�	���



�
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� �� η ��	�� ��
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 ��

��.�����
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 '
� �� ������

� *�� '���� ��� �'�
"
���
 �����
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#

������ , ���"

�������> �� �� �′ = �H�� η�

$�
���> ���	
� ��	
���
 �̂�

�
 ���
�
��
���� k = M� y′
k|k+1 = y′

k�

�
 �$������� -�&��
 �� 6��� θyk
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	�	 ���">
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������ �	� �� �� 	��
�	 ���"� ��������
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��� . ����� ���
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����
 �� ������ �� ��
�� �����*� ��� ���%� ����������� ��� �	���	 �� ���������� �
���*��	� ���� ������� �<�	���
�	� �����
��	� 	�
����	� �	� �	� ��
��
	��� �� ��:��� �� �	� ��:����
�� ��2����� �����*��	�
 ��
���
���� �	� �����
��	� 	�
����	� �	� �	� �� 	��
�	� ��	����
	� 6��"� ���"� ���">9� ���
�	 ��� �� ���������
	 ������� �� ��
��
	� '� . �	� ��� ��������� �� �	� �	�	� %���
��	�
�� ,��
� �� 95Y


1$#$  �����-��
� ��� .����� �����	��

��� ��������	��� ��� �� ������
�� �� ��
� ������� :���	� �����*���� ������
� �� ��
	�	
'	�
�����	� �� ������	����	� �� '�
��� $���E� �	� �� 	��
�	� �� ��
������ ������
��	� ��
�� ����
��	 A� ��� �	�	 �� �	���	 �� 
���������� ����2������ ';'3� �� �� ���� �� �	�����
�	��+��� ��:����
�� �����
����
����� �	�	 �� 
���-	 ��� ���� �	 �� ��
����� �� �	��������� ��
����� . �� ��
��
	�
 )���2� �� �	����� �����*�� ������	��� �� ���������
	 . �� �	����0����
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� �	���	� ����� 	������ �� �� ���
��� �� �	���������� ';'3 �����	 �� �����*�
�� ��%�	 �� ��
	� ��
�� ��� ��
����� ���� . �� ����	��
�%	 ����2�����	� 	 ���� ��
�� �	�
����	��
�%	� ��� ���
������ � ��� ��� ����2������
 ���� � �����
�� ��� �	 �� �
���*� ��� (�

��	 �� �	��+������ 	 
������ ��� ��	�	���	�� ��0	��� �����
��	� �� ����
	 � ��%������� ��
��+���
 �� ��
������� �� ����� �� �	������� ����� . �� ���
��� �� �	���������� ';'3 �	�1
���
� �� �� ���� �	 �� ��
���� �������	 6M = N9� �	 ����  ����
�*� �� �<��
����� �� 
��
��
���� ��
�� �	�	 ������	���
 �� ��� �����	��� �� ����
�� �� �����*� ��� ���%� ����������� ��
��� ����������� �����
����
���� �� �	� ��	���� ��� �	�:	���� �� �	���	 � �������
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�������� #��:	���� �� ����� ���
�	� � ��� ��	��������� ��	���� ���	� 	 ��	� . �	� �	�	�� �� �� %��
	� s �� ��������� N×N 


+�&�)� ���������

�� ��
� ��	��� �� �	���� �� %��
	� s� �� �	����� ��� �� ��
�� ��� �	������	��� 7��=�
?��=� E��=� �B?)' 	 B@?)'� ��� ������ :���	� ��� ���� �	� ��
�� ��������� �� ��
2������
��
������ �	�	 �� ����
�� �� �� 5���� B
� M�AN


5���� B
�! '	�������� �� 
���	�	 ��� �� ����� ���,� ����2������


$������ D���3 1$'# �3 �E)�� D	�	
	��
8������ ��5 #

���8���� ;��� E��
�B 8/�� 8/��� ;��� E��
��
$������ B

����
����� ?��=� �B?)'� ?��=� ?��=� E��=� 7��=� ?��=�
B@?)' �B?)' �B?)'� B@?)' �B?)'� B@?)'

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�



��-��
��&� .  ����#
�%� /*

+�&�.� 	����

��
� ��	��� ��
������ �� ����� �	�����	 ��� �� ��� �����
����
� ��
�� �� 
�������	� .
�� �����
	�� � ��
�	���� �
��������� ����	� ���%���������
	� ��
��:������� . 	
��� ���
	���	���
���
�	 �� �� ��-�� ��� �� 
������
�
 �	� ������� �
���*��	� �� �� ���������� �	���� ���
�� ����
�� �����
����
����!

�	� ������� �� ���%���������
	 �	 �����
�%	 �� :���������


�� ���
����� �	��
��
�� �����
� �� ��%�	 �� ��� 
����


�	� �	���	� �� ����� �
���*��	� �� ��� ��������	��� �	�! $�.��� ,� $����� . $�.��� ,
�	�������	���	 �	� ������ ,�� ���	 ������
	� �� �� ����
��	 �


+�&�2� ��������

�� ��
� �
��� �� ,��� ��	 �� �	� �� 	��
�	� ��
�����	� . ��	����
	� �� �� ����
��	 A
�	�	 ��
��
	���� ����2� �� �
���*�� 
������ �	� ��
��
	��� H�� ''�� . '� �	� �� +� ��

���� ��:�������� ������ �� ���������
	 . �	����0����


+�&�*� ���
�
���� �� ����
�
����

�	� �.��� �� �	� ��
	�	� '	�
�����	 �� �����*�� ��2����� �� ���������
	 . �� ��
����� ������ �� �����*�� ��2����� �� �	����0���� �� �	� ��
��
	���
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	 �� �	� ��
��
	��� �� ����
�� � 
��%�� ��  �2+��� 67�$
%� �&$9 ��� ��F�0�� �� �	��	�
�����
	 ��� ���
��� � ��:����
�� ��%���� �� �&$� ��
�2����	 ��� 7�$ �� �����*� �� �� �� ����
� ������


BER =
&	
 �� ��
� ������	�

&	
 �� ��
� 
������
��	�
6B
�9

����
�=����! �� �	����0���� ��
�� �� 	��
�	� �� �	����� ������
�  �2+��� &	�	�
%���
��	� %� �&$


)� ��������
�� �� �	��
������� �� ��
	� �	������ � ������� �	�	 ��  ��:	� �� �	�	
��������
� ��� �	����� �	������ �� ��	����� �G� . �	� �	 
��
	 �� �	����� ��
	 �������	

�� �(���	 �� �	�	� ��� ���2� %���
��	� �����	 �� ��
	�	 �"� �� �� �(���	 �� �	�	� ���
�� ������
��� �� �� �� �	� �� �(������� �� ������ �	� ��� �� ������
��� ���
�	 �� �� ��:���
�� ����	 r 	 �	� ����
�� ��
�������	� �	� �� �� 	��
�	
 #� �� 	��
�	 �+����
� %���
��2 ��
�(���	 �� ��+��
�%����
� ���	� �� 
	
�� �� �	�	� �<��
��
��


�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������
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��&� .  ����#
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1$&$  �(����
� ��� �	��� �����	�

�� ����	 �� �� ���2��
�	 ���	�
��
� ���� �� ��
������ �� ��:���� ��� �� �� ����	  �����
�����
� ��� �	����������� �� �<�
	 �� �� ��
������� ��� ����� 	 �� �����
�� �� 2��� ��
�(������� 
������ �� ��������
� �� �	����0���� ��� ��
��
	�
 �� ��
� 
����0	� �� ����	
������� ,� ���	 ��+���	 �	� �� �� ����
� �<�������

r2 = βNσ2, 6B
�9

�	��� �� %��	� �� β �� 
	���	 �� �	�	 
�� ��� �� ��	��������� �� ���	�
��� �� ���
	
���
�	 �� �� ��:��� ��� ���
��
� ������� � 1� . N �� �(���	 �� 
�������	���


���� ���
���� ��� �� �������� 6B
�9 �� 
������ �� ���� ���� ��+��� �� 2��� �� �(������
�� �	� �� 	��
�	� �� ��
������ ��� �
���*�� �� 2� ��	 �� ����
���


1$)$ ������	���

+�.�&� �����
 ����� �� �� �
������ ���%

�� ��
� ������� �� �����*� �� ��2����� �	�����
�%	 �� ���������
	 . �	����0���� ��
��
�	� ��
��
	��� H�� ''��� '� . �"G7� �
���*���	 ��
	� �	� �	�������� ��=� �� ���� �	
�� ��
���� �������	 �� 4× 4 . �� ����� �� 
���������� $�.��� ,� �	� �� +� �� �	���	���
��� %��
�0�� ��� ������
� �� ��
��
	� �� ��:���� �	�	 �� ��0� �	����0���� . �� ���������
	
������� �� ��
��	� ��� ��
2 ���	 �	� �� ��
��
	� '�


�� �� �� ��� B
� �����	 ��� �	�������� 7��=� � 9 �7 6���������9 �� ��
��
	� �"G7

���� ���  ������� ���	<����� �� 8 �7 ������
	 �� ��
��
	� H�� ������
	 �� ��
��
	� ''��

���� ���  ������� �� 5 �7� ��
�  ������� �� ��������
� �� �����
�� �� �&$
 �	� 	
�	
���	 �� ���������
	 �� ��:���	� �� ��
��
	� '�


"� �� ����� ������ �� �� �� ��� B
8 �����	 ��� �	�������� ?��=� � 14 �7 ��
��
��
	� �"G7 
���� ���  ������� ���	<����� �� 4 �7 ������
	 �� ��
��
	� H�� ������
	
�� ��
��
	� ''�� 
���� ���  ������� �� 3 �7� ��
�  ������� �� ��������
� �� �����
��
�� �&$
 �	� 	
�	 ���	 �� ���������
	 �� ��:���	� �� ��
��
	� '�


�� ����
�	��� �� �	����0����� �� �����	 ��� �	� ��
��
	��� H� . ''�� 
����� ���
�	����0���� ��:���	� ��� �� ��
��
	� �"G7 �	� �	 ��� �	 �	� �������	� �� ���  �2+���
 &	�
��:	���	� ������������
� � �� �	��������� ��
�� �� ��
��
	� �"G7 . �� ��
��
	� '�
 ��
�� �� ��� B
@ �� 	����%� ��� �� �	����0���� ��� ��
��
	� �"G7 �� ��:���	� � �� ��� ��
��
	�
'�� �� �	����0���� �� ������ ���	<��������
� � �� ��
�� ������� �� �	� 10 �7
 �� ��
�� ��� B
A �	� ��� �	�������� ?��=� �� �(���	 �� �	�	� %���
��	� �	� �"G7 ����� ��
������	� � �	� %���
��	� �	� �� ��
��
	� '� . �� �(���	 �� �	�	� %���
��	� �� ������ �� ��
��	� �� �	� ���	� �� 10Y �� �	� �	�	� %���
��	� �	� �� ��
��
	� '�


�	� �����
��	� ���	�
���	� �	� ������� ��� �� �
���*�� �� ��
��
	� �� ��:��� �	�	 ��
�"G7� 	�
����	� �� ���������
	 ������	� �� ���	 �	� �	� ��
��
	��� H� . ''��
 )���2��

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�
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��-��
��&� .  ����#
�%� )�

�� ��� B
B! /�2+�� �� ���������
	� 7�$ %� �&$ �	��� �� ����� �	� ���%���������
	 $������
�	� �	�������� 7��= ���� �� ���
��� ';'3 �� 2 × 2


�	���	� �	 ��� ��� ����������� �� �� �	����0���� �� ,��
� DAY ������
	 �� ��
��
	� '��
���	 ���� ���	 �����	� �����+��� ���������
	


+�.�)� �������� ���

�	� �� +� �� �	�	��� �� �	��	�
�����
	 �� �	� ��:����
�� ��
��
	��� ��
� ���
��1
����	��� �� �� ���
��� �� �	���������� ';'3� �� �������	� 
��������	��� �� ��
	� �	�
�	�������� 7��=� ��0	 ��:����
�� �	�����	��� �� ������ �	�	 �� ����� �� ���%���������
	
$�.��� ,� $����� . $�.��� , �	�������	���	� �	� ���� �	� �� ��
���� �������	� �� 2 × 2


�� ��� + ���� B
B . B
C �� 	����%� �� ���������
	 ��� ��
��
	� H� �	��� �� ����� ��
���%���������
	 $�.��� ,� ��
� ��
��
	� �	�	 �� ,� �����	���	 
���� ��� ��0� �	����0����
�	���
���	��� . �� ���������
	 ��:���	� � �	� ��
��
	��� '� . �"
 �	�	��� �� ���������1

	 ��� ��
��
	� H� �	��� �� ����� �� �	���������� $�.��� ,� �	� �.����2 � �%����� �	�
�� 	��
�	� '� . ��"� �� ������ �� �� ���������
	 ��� ��
��
	� ��" ��0	 �	�����	��� ��

���������� ,	�
���� 6����� $����� . $�.��� , �	�������	���	9� �� ������� �� ���������
	
��� ������
� �� ��
��
	� H� �	��� �� ����� $�.��� ,� ��
	���� �	���	� �	�������� ��� ��
���������
	 ��� ��
��
	� ��" �� ����
����


#����	 �� "�
��
	� ��"� �	� ��� �&$ �� 10 �7 . �� ����� �� ���%���������
	 $�����
�	� K = 0.1� 	�
����	� ���  ������� �� 2.5 �7 �	������� �	� �� ��
��
	� H�� �	�	 ��
������� �� �� �� ��� B
B
 "� ������ �������� �	��� �� ����� �� ���%���������
	 $�.��� ,
�	�������	���	 �	� ϑ = 0.5� �� 	�
���� �� ���������
	 ������� �� �� H�
 �����	 ϑ < 0.5

�� 	�
���� ���  ������� �� ���	<��������
� 5 �7 �����	 �� �&$ �� �� 5 �7 . �����
�

�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������
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�� ��� B
C! /�2+�� �� ���������
	� 7�$ %� �&$ �	��� �� ����� �	� ���%���������
	
$�.��� , �	�������	���	� �	� �	�������� 7��= ���� �� ���
��� ';'3 �� 2 × 2


�	�:	��� �&$ �����
�� �	�	 �� 	����%� �� �� �� ��� B
B

�� �� �� ��� B
E �� �	����� �� �	����0���� �� �	� ��
��
	��� '�� /�" . ��"
 �	��1

�	� %�� ��� ���� ��
� ���	� �� �(���	 �� �	�	� %���
��	� �	� �� ��
	�	 '� �� �� 4� .
�� ���
���� �	��
��
� �� �����
�� �� �&$
 �� ��
	�	 /�" ����� %���
�� ,��
� ���	<�1
�������
� 6 �	�	�� �	 ���� ������ ��� %���
� �	�	� ��� �	 �<��
�� �� �� �	��
������� ��
�����
��	� �	������ 6Am9 . ��� �� �	����0���� �	���
���	��� �� ������	� � �� ������
���
�	� �� ��
��
	� '� �����	 �� �&$ �� ���	� ��� 12 �7� �����	 �� �&$ ������ �	� 12 �7
�� �	����0���� ��� /�" �������.� ,��
� �	��� �����*�� �� ��
������ %���
���	 (�������
�
�� �	�	
 �� %��
�0� ��� ��
��
	� ��" �	��� �� /�" �� 	����%� �� ��.	� ������ �����	
�� �&$ �� ���	� � 12 �7� .� ��� �� ��
��
	� ��" �	�	 %���
� �	� �	�	� �<��
��
�� �� ��
�	��
������� Am� �	� �	 ���� � ��:������� �� �� ��
	�	 /�"� �� �	����0���� ����� ����
������	� � �� ��� ��
	�	 '�


�� ��
���	 ��
���	� �	� ������ ��� �� ��
��
	� ��" ������
� ��� �	����0���� ��:���	� ��
��
��
	� '� . ������� � ��"� ����2� �� ,� �	���	���	 ��� ���
���� ��� �����
����
�����
������	 ��0	 ������� �	��� �	� ��
	� 
������
��	� �� %�� �:��
��	� �� ��.	� ������ ���
�� �� ����� �� ���%���������
	 $�.��� ,


+�.�.� �������� 
���

�����	 �� �	�������� �
���*��� ���� �� 
���������� �� ��
	� �� ��� �	�������� �	�1
���0� �	�	 E��=� �	� ��
��
	��� �� ��:��� �	�	 �� ��
��
	� /�" 6�����	���	 �� �� �������
A
�9� ��������� �� �� ����	��	������ �� �	� ��
	� �������	�� �� ��� �	��	���
�� ���� .

���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������ �	����	� �� ������	�
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ML
GSD
LSD

�� ��� B
E! /�2+�� �� �	����0����� &	�	� %���
��	� %� �&$� �	� �	�������� 7��= �	���
�� ���
��� ';'3 �� 2 × 2


�	����0	� �	� �	 
��
	 �	� ������
	� � ���	��+��� �� ��������


�� �� 	��
�	 ���" �� ��	�	�� ���� �%�
�� �� ����������� �� ������
	� �����	 �� �
�1
��*�� �	������	��� ��= . ��� ��������� �� �	����0����� �� ���� �� �	� �� 	��
�	� ��" .
��"
 �� ���	�
��
� ���	���� ���� ��� �� �� 	��
�	 ���" 
���� ��� �� ����
�� �����
����
����!
�	 �� ������
� �������� �� ��%���� ��� ������ �
���*� �� :��
	��*����� B�� �������� �	�	��� ��
2� ��	 �� :��� ��� ��
	 �������	� �� �	��
������� �� ��
	� �	������ � ������� �	��
� �	�	 ��
2� ��	� �� :���� �������� �� �� 2� ��	 �� ����
��� 6η9 ���� ��+��� �� 2��� �� �(������ �
��������
� �� �� 	��
�	 �� �	�������� ��	����
	 �� �� ������� A
A
�


$����
�� ��� ��� ��������	��� �� �����*��	� �	��� �� ����� �� ���%���������
	 $�.��� ,
. �	� ���� �	 �� ��
���� �������	� �� ����� ���
���� M × N �	� M = N = 2� ����2� ��
�� 	��
�	 �"G7 ,��� ��	 �� �� �
��� �� �	�������� ������
� �� �� ������� A
B �	� �� +� ��
�����
�� �� ���������
	
 �� �� �� ��� B
D �	� ��� �	�������� 7��= �� ����� %�� ���

	�	� �	� ��
	�	� �� ��
������ ��
�����	�� 
����� �� ���������
	 ��. ������	 �� ���	 �	�
��
��
	� '�
 �� �� �� ��� B
�� �	� ��� �	�������� 8��=� 	����%��	� �� 	 ������� � ��
B
D� �	� ��
��
	��� 
����� �� �������-	 ������� � '�


�� �� �� ��� B
�� �	���	� 	����%�� ��� ���� �	��� �����*�� �� �������-	 �������
�� ��
��
	� '�� �� ��	� ��
	�	� �	�	 �"G7 
����� ��� ��������
�� �� �	����0���� �	�1
��
���	��� . %���
�� �� 	����	��� �	�	� ���<��
��
�� �� �� �	��
������� Am
 �	� 	
�	 ���	
�� ����� 	����%�� ��� �� ��
	�	 ��" �� %� �������	 �	� �	� ��
��
	��� ��" � ���"
 ��
��
��
	� ��" %���
� �� ��	����	 2 �	�	� ���� 	�
���� �� �������-	 �	�������� � �� ��1

������ ��� ��
��
	� '�� ����
��� ��� �� ��
��
	� ���" ����� 	�
���� �� ����	 �������-	

�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������
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$�.��� ,� �	�������� E��= ���� �� ���
��� ';'3 �� 2 × 2
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ML
SDVB
CSD
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iLSD

�� ��� B
��! /�2+�� �� �	����0����� &	�	� %���
��	� %� �&$� �	� �	�������� 7��= �	���
�� ���
��� ';'3 �� 2 × 2


%���
���	 �� ��	����	 1.2 �	�	�

�����	 �� �
���*�� �	������	��� �� 	���� ��
	 68��=9� �	� �� 	��
�	� �� ��:���

���
����� ��� �	����0���� �	������� ��� �<������� �� �� ��
��
	� ��"� �� ���� ��������1

� �� �	����0���� �	
�������
�� ��
	 �����	 � ������������
� � �� �	�%����	� �����*����
�� ���� ������� ��� �������	��� ��� ���� �	 � ��������
� �� �	����0����� �� �����
	 ��
�	���������� ��� ������	 ������ �� ��
��
	� '� �	� �	 ���� �	 :�� �������	 �� ��  �2+��

�� ��
��
	� ���" ������
� ��� �	����0���� �	
�������
� ��:���	� � �	� ���2� ��
	�	�
�<����
	� �� �� �� ��� B
��


�� ���	�
��
� �����
�� ��� �� ��
��
	� ���" ������
� �� ���������
	 ���� ����
��	 ��
	�
����	 �	� �	� ��
��
	��� ��" . '� 6���	���� ��� �� '� �� �	��������	 ��
��	9� ���	
�� �	����0���� �� ���,	 ���	� ��� �� ���	� ��
��
	���� ��
	 �� ����� %�� ��������
� ��
�� �� ��� B
�� . �	� �2� �������� �� �� �� ��� B
��


�	����	� �� ������	� ���������	� 
��
���	 �� �	� ���� ������
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